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4.1 Introducao

A velocidade escalar, definida em Movimento: Conceitos cinematicos, ¢ um caso espe-
cial da taxa de variacdo instantanea de uma grandeza fisica (no caso, a distancia até um ponto
definido como origem dos espacos).

A defini¢io mais geral da grandeza fisica velocidade envolve a taxa de varia¢do das coorde-
nadas em fun¢io do tempo. Tendo em vista que cada uma das componentes pode exibir uma

taxa de variacdo diferente, podemos introduzir as seguintes taxas de varia¢io:

dx x(t+A1)—x(t)

V. =—=1lim
dr Ao At

Vy:@: imy(t+At)—y(t) »
dt At—0 At

v _dz _ limz(t+At)—Z(t)
dr A0 At

Analogamente, podemos introduzir trés taxas de varia¢do para as velocidades, ou seja:

. :dV(x)
* dt

L) -
7 dt

. :dV(Z)
: dt

Poderiamos pensar em 3 tipos de velocidade e 3 tipos de aceleracio. Nio se trata disso, pois
qualquer que seja o adjetivo que a acompanhe, a velocidade é uma s6; 0 mesmo se pode afirmar
sobre a aceleracio. As taxas de variacio das coordenadas cartesianas definidas em 4.1 e 4.2 sio
conhecidas por componentes da velocidade e da aceleragio, respectivamente.

O exemplo apresentado, envolvendo a grandeza velocidade, ilustra o fato de que a fisica lida
com um amplo conjunto de grandezas fisicas, as quais sio especificadas por meio do uso de trés
atributos, denominados componentes da grandeza vetorial.

As grandezas escalares como, por exemplo, a varidvel espaco, necessitam de apenas um

namero seguido de uma unidade de medida para sua inteira caracterizagio.

Dinadmica do Movimento dos Corpos



B Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

4.2 Grandezas Vetoriais e Grandezas Escalares

Pelo que foi exposto na introdugio, existem algumas grandezas fisicas que requerem trés
atributos para sua inteira caracteriza¢io. No caso da posi¢ao, esses atributos sio as coorde-
nadas. No caso da velocidade ¢ da acelerac¢do, os atributos ji referidos sio as taxas de
variacao.

Grandezas que requerem trés informagdes (as coordenadas ou suas componentes de uma
maneira geral) sio denominadas grandezas vetoriais.

Por outro lado, existem grandezas fisicas que requerem apenas um atributo seguido de uma
unidade de medida. Tais grandezas fisicas sio denominadas grandezas escalares.

Para distingui-las das demais, as grandezas vetoriais como posi¢do, velocidade, for¢a, acelera-

¢do etc. serdo representadas por meio de uma flecha:

7 (posicio), ¥ (velocidade), @ (aceleracio), F (forca)
Como sempre, as grandezas escalares serdo representadas apenas por letras:

E (energia), T (temperatura), d (distancia), M (massa)

Podemos utilizar dois conjuntos de atributos para especificar os vetores.

O primeiro deles ¢ o mais simples, pois apela para aspectos geométricos ou graficos das gran-
dezas vetoriais. O segundo faz uso do conceito, mais abstrato, de componentes de um vetor. E
o conjunto de atributos mais utilizado em cursos avang¢ados. Embora nio seja muito obvio a
primeira vista, os dois sio equivalentes. As duas formas sio usualmente referidas como repre-

sentacdes de vetores: a representacao grafica ou geométrica ¢ a representacao analitica.

4 Vetores



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

4.3 Representacao Grafica de Vetores

Um vetor € representado graficamente por um segmento orientado (uma flecha). A vanta-
gem dessa representacio ¢ a de permitir que se especifique a direcio (e esta é dada pela reta que
contém a flecha) e o sentido (especificado pela flecha). Além disso, o seu moédulo (v) serd espe-
cificado pelo “tamanho” da flecha a partir de alguma convencio para a escala.

® Moddulo: ¢ o atributo que caracteriza a intensidade da grandeza fisica. Requer, além de

certo namero de digitos, uma unidade adequada de medida.

® Direc¢do: é o atributo em comum que existe num feixe de ros ot

retas paralelas. //
Na Figura 4.1, as retas 7, § e f sdo paralelas e, assim, tém a w
mesma direcdo. As retas e w nio sio paralelas e, portanto, nio tém

a mesma direg:io. Figura 4.1: Feixe de retas paralelas.

® Sentido: podemos percorrer uma dire¢io em

'

dois sentidos.

B D C
: . O O O

Por exemplo, sobre a reta y temos dois sentidos de y
percurso: de 4 para Bede C para D. Portanto, para  Figura 4.2: Segmentos de reta com dois sentidos.

cada direcio existem dois sentidos.

4.4 Representacao Analitica de um Vetor

Além da representacio geométrica (ou grafica) definida anteriormente, podemos fazer uso
da representacao analitica do vetor. Nessa representacio, também utilizamos um conjunto
de trés atributos de um vetor. Esses atributos sio conhecidos como componentes do vetor.
As componentes do vetor velocidade e do vetor acelerag¢io, em coordenadas cartesianas, sio
dadas pelas expressdes 4.1. Em geral, para a defini¢io das componentes, a melhor alternativa — e
a mais facil — € usar um conjunto de coordenadas cartesianas.

Dado um sistema de coordenadas cartesianas (composto de um conjunto de trés eixos
ortogonais), podemos definir as componentes de um vetor nesse sistema de eixos tomando-se

as projecdes do vetor ao longo desses eixos.
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Figura 4.3: Sistema cartesiano com
dois eixos ortogonais.
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Y Vamos tomar inicialmente, por uma questao de simplicidade, um
sistema com dois eixos ortogonais (x e y).

i 7 : . . . =
| Esses eixos estdo contidos num plano. Consideremos um vetor V'
| _

J : nesse plano. A componente x do vetor V' (designada por V) é dada pela
0 : projecao do vetor V' no eixo x. Para determinarmos a proje¢io do vetor
Vx X

As componentes Ve V sio definidas pelos produtos:
V.= ‘17‘0059

V,= ‘V‘sen@

a0 longo de qualquer eixo, consideramos as extremidades do vetor e

por elas tracamos linhas perpendiculares ao eixo até encontra-lo.

43

onde 0 é o angulo formado pelo vetor V' com o eixo x e |[V| é o modulo do vetor V.

00000
Exemplos

®  Exemrro 01

O vetor A da Figura 4.4 tem médulo |A|=4 = 100 unidades. Sendo 0 = 53°

(sen53° = 0,8 e c0s53° = 0,6), determine as componentes 4 e Ay do vetor 4.

— RESOLUCAO:

O vetor A indicado pela Figura 4.4 ¢ seta com origem em 0 e extremidade
em P (veja Figura 4.4); ele faz com o eixo Ox um angulo 8 que é medido
positivamente no sentido anti-horario a partir do eixo Ox.

As componentes 4 e A4 do vetor A sio determinadas pelos pontos B e C
correspondentes as interseccoes das perpendiculares (linhas tracejadas) aos res-
pectivos eixos pela extremidade do vetor.

Observe que o retangulo OCPB da Figura 4.5 é composto de dois trian-
gulos retingulos (OPC ¢ OPB) de hipotenusa comum OP =|A4|. Os catetos
BP=0C=4 e¢OB=CP= Ay podem ser valorados por meio de relagdes

trigonométricas do triangulo retangulo:

_ cateto adjacente ao angulo6 _ OC _ 4

e cosf - —~—>A4 =A-cosb
hipotenusa A A
4 A
e send— cateto oposto ao angulo 0 _ OB A 4 A send

hipotenusa A A ’

4 Vetores

y)\

N
o

’\e

>
0 X
Figura 4.4: Aseta OP é a

representagdo geométrica
do vetor A.

A
B ,,,,,,,,,,,,,,,,,, 3 P
Z )
Ay A,V
e 90° >
0 Ay C X

Figura 4.5: Componentes
de uma grandeza
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Portanto, sendo 4 = 100 unidades e como 0 = 53° — c0s53° = 0,6 e sen53° = 0,8, temos:
A, = 100.(0,6) = 60 unidades
100.(0,8) = 80 unidades

A
Note que, conhecidos 4 e 4, podem ser determinados |4 e o angulo 0, num processo inverso.

y

Ver exemplo 3 abaixo.

®  ExemrLo 02
O vetor 4 tem mddulo igual a 4 = 100 unidades e encontra-se no 2° quadrante do sistema de
referéncia cartesiano plano, fazendo um angulo de @ = 37° com o eixo 0y, conforme figura.

Quais as componentes 4 e 4, de 4?

— RESOLUCAO:

A componente 4 encontra-se no lado negativo do eixo Ox e deve, y4
assim, receber sinal negativo. Isto pode ser feito automaticamente se
. . , . . g B
medirmos o angulo 0, como é costume fazer na trigonometria, a partir
. . . . - : Q04
do eixo Ox positivo e no sentido anti-horario. LN
. o . : k‘\@ =90°+ (P
Assim, nesse caso, 0 = 90° + ¢ = 90° + 37° = 127°. As projecdes serio: R N
C 4, 0 X
A, =100-cos(127°) = 100-(=0, 6) = — 60 unidades Figura 4.6: Componentes
. d t
4,=100-sen(127°) = 100-(0,8) = + 80 unidades. e umveter

e Exemrro 03
As componentes de um vetor D num determinado referencial cartesiano sio D= 300 unidades e

D = —400 unidades. Determinar o médulo do vetor D e o angulo que ele forma com o eixo x.

— RESOLUCAO:
Conforme visto no Exemplo 1, as componentes x e y de um vetor correspondem aos catetos de
um tridngulo retangulo, cuja hipotenusa é o mddulo do vetor. Assim, aplicando-se o Teorema
de Pitagoras, temos:

D?=(D)*+ (D)
Substituindo-se os valores conhecidos, temos: D = F 500 unidades. Como se trata do vetor (nio de
componentes), o resultado é D = 500 unidades. Resta agora determinar o angulo 0 que o vetor faz com
o eixo Ox. De 4.3 segue-se que tan = D /D = —400/300 = —1,33.

Utilizando-se uma tabela trigonométrica (ou uma maquina de calcular cientifica), determina-se que

arctan(—1,33) = ¢ = —53° ou 307°.

Dinadmica do Movimento dos Corpos
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Nio se trata de dois Angulos diferentes: é o0 mesmo angulo, porém, medido a partir do eixo Ox no sentido
anti-horario (307°) ou medido no sentido horario (—53°).

Portanto, D é um vetor de médulo D = 500 unidades, fazendo com o eixo Ox um angulo ¢ = 307°.

00000

Vamos considerar agora o vetor no espago
tridimensional.
As componentes V, V e V. sio dadas em analogia

com as coordenadas esféricas como se segue:

V.= ‘V‘senﬁ-coscp

V,= ‘V‘sen(p-sene 44
Vz = ‘V‘COSG Figura 4.7: Vetor no espaco tridimensional.

onde 0 e @ s3o os angulos andlogos aqueles das coordenadas esféricas, como mostrado na Figura 4.7.

00000
® Exemrro 04
Considere a Figura 4.8. Mostre que as componentes de um vetor
V no referencial cartesiano tridimensional podem ser escritas como

proposto em 4.4.

— RESOLUCAO:

Considere a Figura 4.8. Nela vemos que OAPP’ é um retangulo cuja
diagonal OP corresponde a0 modulo de V. Neste retangulo, AP = OP’
e AO = PP’.

No triangulo retangulo OPA (hipotenusa = V'), podemos escrever: Figura4.8: Determinacao das compo-

nentes em termos das coordenadas
AO =PP’=V_ = Vcosh e AP = OP” = Vsenf. esféricas: [V, 0 e ¢.

No retingulo OBP’C, a diagonal OP’ = }-senf é a hipotenusa comum dos tridngulos retangulos
OP’B e OP’C. Logo:

OB =V _= OP’-cosp

BP"=0C =V = OP’"-sen¢

4 Vetores
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Como OP’ = FV-senb, temos:
V= V-senfcosp e Vy = J-senBsene.
Finalmente, as componentes de 14 segundo os eixos Ox, 0y e 0z sdo:
V_= V-senBcose
V.= V-senBsen
V.= VcosO

00000

4.5 Operacoes com Vetores

Lidar operacionalmente com grandezas escalares é muito facil. Fazer adi¢do de duas grande-
zas escalares é simples. Por exemplo, 3 kg acrescidos de 2 kg totalizam 5 kg.

Trabalhar com grandezas vetoriais ja nio ¢ tio simples. Considere o caso da adi¢do de duas
grandezas vetoriais. Como ¢é possivel adicionar grandezas que, além do mddulo, tém dire¢cdes e
sentidos diferentes? Ou ainda efetuar subtracdes e multiplicacdes de grandezas vetoriais?

Somar grandezas vetoriais, bem como realizar as demais operacdes, ¢ fundamental em Fisica.
Se aplicarmos duas for¢as a um corpo, qual sera o resultado da adigio dessas duas forgas?
Certamente, ndo podemos simplesmente somar os modulos.

Adigio e subtragio nio sio as Gnicas opera¢des que realizamos com vetores. Introduzimos ainda

diferentes tipos de produtos. A seguir, definiremos essas operacdes fazendo uso das duas representagoes.
4.5.1 Multiplicacao por um Escalar (por um nimero)

Podemos multiplicar um vetor 14 por um numero x. Dessa operac¢io resulta um novo vetor
(vetor resultante): R =xV
O vetor resultante tem os seguintes atributos:
a. O modulo do novo vetor é o que resulta da multiplicagio do ntimero x pelo modulo de
V,que é |I7|,0u seja,|f?| = |x||V]|

b. A dire¢io do novo vetor é a mesma do vetor original.

Dinadmica do Movimento dos Corpos
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c. Osentido de R é o mesmo de V' se o numero x > 0 e sentido oposto se x < 0.

R=xV R=xV

0—17> 7
S SN — R,

Figura 4.9: Se x = 2 o vetor R =V, Figura 4.10: se x = -1 o vetor R- 47.

Utilizando agora a representagio analitica, o vetor resultante tem as seguintes componentes:

R =xV,
Ry ZXVy 45
R =xV,

4.5.2 Soma de Vetores

Sejam V| e V, dois vetores. A soma desses vetores ¢ um terceiro vetor — o vetor resultante
V' que € assim escrito: V' =}, + V,
Para determinar o modulo, a direcio e o sentido desse vetor resultante, utilizamos a regra do

paralelogramo. Primeiramente, desenhamos o paralelogramo definido a partir dos vetores V, e V:

a. O modulo IV do vetor resultante é:
V2= ‘V‘z = ‘171‘2 + ‘172‘2 + 2‘1_/1”172‘008([), 46

que corresponde ao comprimento da diagonal do ja citado
paralelogramo, como indicado na Figura 4.11, onde ¢ é o
angulo entre os dois vetores.

b. Diregdo: a da reta que contém a diagonal que passa pela

origem comum.

c. Sentido:a partir das origens dos dois vetores J, e V. Figura 4.11: 7 = 7, + 7,

4 Vetores
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Q0000
e  Exemrro 05

Duas forgas, representadas pelos vetores F, e £3, solicitam um pitio preso

. / . . R . . F'2 (70 newtons)
numa parede vertical. Seus modulos e direcdes em relagio a horizontal
)9 horizontal

estio indicados na figura.

Determine o vetor resultante R = F + F, quando 0 = 30°. F, (40 newtons)

Parede
vertical

— RESOLUCAO: I;i)%trl;au#ﬁ:téDouas forgas agindo

A resultante pode ser obtida pela Regra do Paralelogramo. E este é

obtido desenhando-se os vetores F] eFa partir de uma origem comum, levando em conta o angulo
¢ = 40° + 30° = 70° entre os vetores.
®  Determina¢io do modulo de R:

Pela Regra do Paralelogramo:
RE = (F)F + () + 2(F )(F,)-coso =
=40+ 70> + 2(40)(70)cos70°. 0,

Como cos70° = 0,342 — R = 91,7 newtons.

vertical

®  Determinacio da direcio de R em relacio a de Fi:
Considere o triangulo em verde da Figura 4.14; de acordo Figura 4.13: Vetor resultante de acordo com a Regra do
Paralelogramo
com a Lei dos Senos:
sen} seny sena

AP OA OP

Sendo AP = F,, OA = F| e OP = R, temos:

1
senf _seny sena 0
F, F R

vertical
Como a=110° (180° — 70°), 0 angulo P é assim determinado:

senf _ sena
5

. F2 sen o Figura 4.14: Forca resultante sobre o pitdo

enp =0,717 -.p=45,8°

Portanto, o vetor resultante R = IE} + 17"2 ¢ um vetor de mddulo R = 91,7 N, que faz com F} um
angulo B = 45,8°. Como i’i faz um 4ngulo de 40° com a horizontal, a resultante R faz um 4ngulo

de 5,8° com a horizontal (acima da horizontal).

00000
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0 .

P Ny
,,,,,,,,,,,,, P
|
NG |
y —
+2* V v, :
I / !
Il A
> V I |
?k ly V1 i :
V]x | V2x I }
OF——F— x
V=V +V
X Ix 2x
Figura 4.15: a) A Regra do Paralelogramo: I7 17 172 e
b) 0 método da soma das componentes: 17 [171\ + 171}] + [172\ + 172 1

ST

O uso das componentes de um
vetor facilita, especialmente, a adi¢io e
subtragdo de vetores. Por exemplo, na
soma de vetores, o vetor resultante ¥
¢ tal que suas componentes sio dadas
pela soma das componentes de 171 e 172

(Figura 4.15), isto é:

V.=V, -V,
4.1
v, =V, -V,

00000

e ExemrrLo 06

Considere o sistema de forcas atuando no pitio de acordo com o

Exemplo 05.

Determinar a resultante R = F, + F, pelo método das

cartesianas.

— RESOLUCAO:

FZ (70 newtons)

horizontal

componentes

F 1 (40 newtons)
Parede
vertical

Figura 4.16: Esquema das duas
forgas agindo sobre o pitao.

Transportemos o sistema de forcas para um referencial cartesiano no plano que contenha as duas forcas.
No esquema da Figura 4.17 temos as componentes de F; e F, nas direcdes Ox e Oy. Os seus valores

algébricos constam da tabela a seguir:

T T T T

F, 320° (ou —40°) 30,6 -25,7
F, 70 30° 60,6 35
R =F +F, =30,6+34,6=91,2 newtons

R =F, +F, =(=25,7)+35=9,3 newtons
y Ly 24

Figura 4.17: Componentes de F"z em
verde e as de F| em azul.

4 Vetores
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Conhecidas as componentes de R, podemos determinar o seu médulo e o dngulo 8z que a resul-

tante faz com o eixo Ox. Assim:

R= (RX)2 + (Ry )2 = (91,2)2 + (9,3)2 =91,7 newtons 3
R (91,7 newtons)

A direcio e o sentido de R sio identificados pelo dngulo Oz, sempre 10g=s8

medido do eixo Ox até o vetor.

Assim,

tan®. =R /R, =9,3/91,2=0,102— 6, = arctan(0,102)=5,8°.  Figura 4.18

O esquema ilustra a resultante R = F, + F, (a forca Gnica), cuja acio equivale 4 acio conjunta e

simultanea de F'l + Fz

00000

4.5.3 Subtracao de Vetores

Consideremos os vetores J, e V,.A subtragio de vetores:

V=V -V, 48

resulta em um terceiro vetor (chamado vetor diferen-
¢a), que corresponde a soma dos vetores ¥, e (= V).
O vetor (—V,) tem moddulo e dire¢io iguais ao

do vetor ¥V, , mas tem o sentido oposto. Reduzimos o

. . v
problema da subtracio de dois vetores ao problema da

- — Figura 4.19: Subtracéo vetorial ilustrada como
somade Ve (=V,). soma vetorial

No caso da subtragio, o vetor diferenca tem suas componentes dadas pela subtracio das

componentes V' =V, — V,,isto &

Vx:I/lx 2x 49
Vy =Ny Ty

Dinadmica do Movimento dos Corpos
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00000

e Exemrro 07

Uma particula move-se segundo uma trajetdria circular, com veloci-
dade tangencial de moédulo constante igual a 20 m/s. Em P, o vetor
velocidade é 171 e, em Pz’ o vetor velocidade é 172, ambos sdo tangenciais
a circunferéncia. O angulo entre os raios nos pontos considerados é
0 = 60° (veja figura).

Determinar a variacio de velocidade AV =7, — V.

Figura 4.20: Qual é a diferenca de
velocidade entre dois pontos?

— RESOLUCAO:

I) Método geométrico — Regra do paralelogramo

A diferenca V, — 171 pode ser considerada como uma soma: C
Vo= V=Vt (V).

onde —V, é o inverso de V,.Vamos considerar, entdo, AV =V, + (=V)).

Devemos entio desenhar o paralelogramo de lados iguaisa |V;| e |—V)]. 600

Vamos desenhar os vetores ¥, e (—F) a partir do ponto P ; observe que

0.560°
o vetor —V, é oposto a V. Em seguida, desenhamos o paralelogramo

P ABC, cuja diagonal P B corresponde ao médulo do vetor diferenca giga 4.21: 0 vetor AV ¢ 2 diagonal

do paralelogramo formado por —V; e 177

AT =V, T,
O angulo entre V,e (—171) € @ = 90° + 30° = 120°.
®  Determina¢io do modulo de AV
2 =P | =P — —
AV =[] +|-71| +2:[72|-[-71]- cos(120°) = 400+ 400+ 800 (—0,5) = 400
AV =20 ms
®  Determinacio da direcio e sentido de AV

Para isso, vamos determinar o Angulo 8 entre AV e —V,.
Considerando o triangulo P BC de lados P ,C = | —171 | =20 m/s;

CB= |I72 |=20m/seBP = |AI7 | =20 m/s;aplicando a Lei dos Senos,

temos:

send sen60° N send sen60°
CB AV 20 20
Portanto, & = 60°.

= sen d =sen 60°

Figura 4.22: O angulo A define a
direcdo de AV em relacéo aV;.

4 Vetores
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O vetor diferenca AV =V, — 171 ¢ um vetor de médulo AV = 20 m/s, cuja dire¢io faz um angulo

de 60° com a dire¢io de —V] e cujo sentido é para “dentro” da curva.

Ay
Il) Método das componentes cartesianas
. . . 4 > . 0 Xy
Primeiramente, desenhamos os vetores equipotentes a ¥, e V| a partir da 30° »>
origem de um referencial cartesiano no plano. 60° 7
1
Em seguida, determinamos as componentes de cada vetor em relacio aos
€1X0s cartesianos. \ 274
2

A tabela sintetiza essas componentes. ) -
Figura 4.23: Os vetores V; eV,

desenhados num referencial
4 20 m/s -30° ou 330° 17,3
172 20 m/s 270° 0 -20

Como AV =V, - Vl, as componentes do vetor diferenca serdo:

AVI) =V, -V, =0-17,3=-17,3 Ay
0,..=210°
(378,520 Jan e
30°

Moédulo do vetor diferenca: S © 7
2 . 2 . 2 AV 1

a7 = (7| ) +(‘AV2‘ ) = (~17.3)" +(~10)" =400 B

! ! YV,

‘AV‘Z = 400 > |AV| = /400 = 20 m/s

Figura 4.24: O vetor /\17 easua
i 5 . . direcéo e sentido no plano cartesiano.
Direcio e sentido do vetor diferenca:

tan0,; =|AV3[ /[AVi| =-10/-17,3=0,578..0,; = arctan (0,578) =30° ou 210°.

Como ambas as componentes sio negativas, trata-se de um angulo do 3° quadrante; logo, a

resposta recai sobre em‘/ = 210°.

00000
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4.6 Extensao para muitos Vetores

A extensio das regras de adi¢io e subtragio para muitos vetores é muito simples.

Se tivermos, por exemplo, 4 vetores, o vetor resultante V seri dado utilizando-se a repre-
sentacdo grafica do lado do poligono que é necessario para fecha-lo, uma vez colocados num
mesmo plano os vetores 171 W, 173 e V, , um
depois do outro, comegando sempre pela
extremidade da flecha (Regra do Poligono).

Utilizando a representa¢io em termos de

componentes, €sCrevemaos para as compo-

nentes Ve V do vetor resultante J: Figura4.25: =V, +V,, +V, +V, |+[ Vi, +V,, +V,, +V,, |

Vo=Vt Vs + V5,
Vy :V1y+V2y+V3y+V4y

isto é,as componentes do vetor resultante é a soma das componentes dos vetores que o compdem.

00000

~

e  Exemrro 08

Considere os vetores FI (mo6dulo de 100 newtons); F, (moédulo de 140

newtons) e F, (mddulo de 80 newtons), que representam 3 forcas agindo 53
-]

o

sobre uma particula, conforme ilustrado na Figura 4.26.

Use sen(53°) = 0,80 e cos(53°) = 0,60.

a. Usando o método das componentes cartesianas, determine R = F, + F, + F; |7

b. Quais os atributos de um vetor F, que, ao ser somado aos outros vetores,
Figura 4.26: Trés forcas e

. . ; . .
tenha como efeito produzir uma resultante nula: Um referoncial conveniente.

— RESOLUCAO:

a. Primeiramente, ¢ necessario determinar as componentes cartesianas de cada vetor. Veja a tabela
a seguir, onde 0 ¢é o angulo (medido do eixo Ox até o vetor) que situa o vetor no referencial
cartesiano Oxy.

4 Vetores
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I e O e

F, 100 newtons + 60 + 80
F 140 newtons 0 + 140 0
F, 80 newtons 270° 0 - 80

=(F, +F, +F,)=(+60+140+0) = +200 newtons

)
Mw

x

F,=(F,+F, +F,)=(+80+0-80)=0

ty

e
Il
Mw

1

R*= sz + Rzy —R= (2002 + 02) =200 newtons; sentido positivo do eixo Ox.

Il
-

b. A solucio reside em encontrar o vetor F, de modo que:

E+(F+FE+FE)=0.
Mas (Fi +F, +F)= R:logo, podemos escrever: F, + R =0 — F, =— R;isto significa que o vetor F,
& oposto ao vetor R, porém, com médulo igual, ou seja, | F,| = | R |.Sendo R = 200 newtons ¢ sen-
tido coincidente com o sentido positivo do eixo 0x, o vetor F, terd modulo F , = R =200 newtons,

sentido negativo do eixo Ox.

e  Exemrro 09

. . . - A

Na origem de um referencial cartesiano, atuam duas forcas represen- Fy 7
tadas pelos vetores F e F, pertencentes ao plano xy. Os mddulos das Fr
forgas sio: /) = 100 N e F, = 150 N (N = newton, unidade de for¢a) e

A = o = o H : o 7
formam angulos ¢ = 45° e ¢, = 53° com o eixo x (veja figura). 53° 45 ’>
a. Determinar a expressio de cada for¢a no referencial cartesiano da 0

Figura 4.27. )
b . X = o= F Figura 4.27: Sistema de forgas
. Determinar a soma vetorial R = F, + F, F, e F, pertencentes ao plano xy
agindo em 0.

— RESOLUCAO:
a. As componentes de um vetor nos eixos Ox e Oy sio calculadas por meio das expressdes
F_ =F-cos0 ¢ F, = F-senf, onde 0 ¢ o dngulo que posiciona o vetor em relagio ao eixo Ox.

Assim, 6 deve ser medido a partir do eixo Ox, no sentido anti-horario, até encontrar o vetor. Para o
vetor F{ — 0, =45%e para £, — 0,= (180 —53) = 127°.
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Obtemos, assim, os seguintes resultados:
Voo siuo nguoc ehod

F 100 N

100(0 707)=71N
F,

100(0 707)=71 N
150 N 127°

150(-0,60) = - 90 N 150(0,80) =120 N

Portanto, as expressoes cartesianas dos vetores sio
F=71i+71-j
F,=-90-i+120-j

Ezﬁl_,_ﬁz :(71.§+71.}‘)+(—90-;+120-}');

agrupando os termos em i e em j, temos

R=(71-90) i +(71+120)- j=—19-i+191-j
Moddulo e orientacio de R:

(-19)° +(191)" =192 newtons

A orientagdo é dada pelo angulo 0, que o vetor R faz com o eixo Ox positivo, medido no sen-

tido anti-horirio. E pode ser determinado por: tan®; = R/R = 191/(-19) = —10,05; portanto
0, = arctan(—10,05) = —84,32°.

00000

4.7 Produto de Vetores

Podemos introduzir dois tipos de produtos entre vetores. O primeiro produto é conhe-
cido como produto escalar de dois vetores. Esse nome decorre do fato de o resultado desse

produto ser uma grandeza escalar. O segundo é o produto vetorial. Neste caso, o resultado
do produto é outro vetor.

4 Vetores



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

4.71 Produto Escalar de Dois Vetores

Sejam dois vetores @ e b.

S

O produto escalar dos vetores @ e b, que representamos por a-b, é 6
definido como o produto dos mddulos de cada um dos vetores multiplicado a

Figura 4.28: 0 ¢ angulo

pelo cosseno do angulo formado pelos dois vetores: entre os vetores d e b.
a-b=a-b-cos0 41
(lemos: “a” escalar “b” é igual ao moédulo de |d|= a vezes o mddulo de | b| = b, vezes o

cosseno do angulo O formado entre os vetores d e b).

00000

®  Exemrro 10
Uma forca F (médulo de 150 newtons) atua sobre uma

particula de tal sorte que o deslocamento d entre dois

pontos A e B tem um mddulo de 2 m, mantendo cons-
tante o angulo 6 = 60° com relagio ao deslocamento.

. . . Figura 4.29: Trabalho de uma forca quando a
Uma grandeza fisica escalar, relacionada a variacdo de particula se desloca do ponto A até um ponto B.

. . " ys s . . O médulo do vetor deslocamento € igual &
energia, denominada “trabalho” é assim definida: distancia entre eles.

ou seja, trabalho é, em resumo, F escalar d.

Determine o trabalho realizado por essa forca.

— RESOLUCAO:
W=F-d
Trata-se de determinado produto escalar de dois vetores. Por defini¢io temos:

W=F-d=|F||d|-cos® = (150 newtons)(2 m)(0,5) = 150 (newtons)(m) = 150 joules.
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e Exemrro 11

Uma forca F (de modulo 150 newtons) atua sobre uma
particula ao longo de um deslocamento d de médulo
igual 2 2 m, mantendo constante o angulo 6 = 120° com

relacdo ao deslocamento.

A figura estd indicando que a for¢a age no sentido de
. ; Figura 4.30: Trabalho de uma forca quando a particula se
dificultar o deslocamento da partlcula. desloca do ponto A até um ponto B.

a. Determine o trabalho realizado.
b. Em que situa¢io o produto escalar serd nulo?

— RESOLUCAO:
a.

W=Fd-= |F|-|J\-cose = (150 newtons)-( 2 m)- (—0,5) = — 150 (newtons)(m)

Observagio: se o angulo entre os vetores estiver entre 90° e 180°, o produto escalar serd negativo.

b. Vamos considerar a for¢a e o deslocamento dos Exemplos 10 e 11.
W=Fd= \ﬁ|-|c7|-cose =0 — cos0 =0, ou seja, 6 = 90°.

Se o angulo entre os dois vetores for reto (90°), o produto escalar respectivo serd nulo.

00000

Outra defini¢io de produto escalar, inteiramente equivalente, é em termos das

componentes dos vetores:
ab=ab +ab, +ab, 412

Por exemplo, 0 médulo ao quadrado de um vetor ¥ é definido pelo produto escalar

14 =‘I7-I7F = \/(Vx ) +(7, )2 +(v) 413

4 Vetores
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® Exemrro 12
Dados os vetores ¢ = 5i + 6J ed = 8i — 5], determine:
a. o produto escalar ¢-d.

b. o 4ngulo 0 entre ¢ e d.

— RESOLUCAO:
a. Multiplicando escalarmente os vetores € e d:

c-d=(5+67)-(si-5))
_ 5}.(8f—5}')+6}'-(8;—5}')
=40(i-i)+25(i- j)+48(;-i)-30(7- )

(;;) = (]]) =1, pois,além de |i| = |j|, o angulo entre eles ¢ 0° e cos0° = 1

(177) = (j'lT) = 0, pois o angulo entre eles é 90° e c0s90° = 0.
Portanto:

c-d=40(i-i)+25(i-j)+48(j-i)-30(j-j)=40-1+25-0+48-0-30-1=10

(oY
Q)

b. Do produto escalar ¢:d = ¢'d-cosd temos cos 0 = . O produto escalar &:d = 10 (determi-

QL

C-

nado anteriormente); ¢ =+ 52 +6 = \/6_1 e d=48+ (—5)2 = \/@ ; portanto,

cosO=

C'Z: =0,136 - 0 = arccos(0,136) =82,2°
.-

)

00000
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4.72 Produto Vetorial de Dois Vetores

O produto vetorial de dois vetores @ e b corresponde a um terceiro vetor, aqui represen-

tado por V, e ¢ assim escrito:

<
I
QU
X
S

As suas caracteristicas sio:
a. Direcido: do eixo perpendicular ao plano formado pelos vetores @ e b.
b. Sentido: para determinar o sentido, use sua mio direita (essa regra é conhecida como

Regra da Mio Direita). Com os dedos da mio procure levar o vetor @ até o vetor b.

<

g 0 b
Figura 4.31: V l; Figura 4.32: Regra da méao direita.

O sentido do vetor resultante sera dado pelo polegar da mio direita.

c. Moédulo: O médulo de ¥ ¢ dado pela expressio:
‘17‘=a-b-sen6 414

ou seja, 0o médulo de ¥ & dado pelo produto dos médulos de @ e de b vezes o seno do angulo

entre os dois vetores.
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e Exemrro 13

Em quais condi¢des 0 mddulo do produto vetorial C = 4 x B entre dois vetores é maximo ou nulo?

— RESOLUCAO:

C = AB sen onde 0 ¢ o Angulo entre os vetores 4 ¢ B; considerando | A| ¢ | B| invaridveis, o produto
vetorial C = Ax B dependera de senf, ou seja, do Angulo 0. Assim:

a. se A e B forem paralelos, ou seja, 0 = 0° — sen0° = 0 e C = Ax B sera nulo.

b. se 4 e B forem ortogonais (perpendiculares) entre si, ou seja, 0 = 90° — sen90° = 1, o produto
vetorial terd médulo C = A4B.

Resumindo: o produto vetorial entre 2 vetores serd nulo se eles forem paralelos entre si ou terd valor

maximo se forem ortogonais ou perpendiculares entre si.

00000

Dentro do contexto da representagdo analitica, em que os vetores sdo caracterizados pelas suas

componentes, o vetor V' tem componentes dadas pelas expressoes:
V.=ab.—a.b,
V.=ab,—ab,
V.=ab,—ab,

4.15

00000

e Exemrro 14
Dados os vetores A= Aj + Ay}' + Azl_é e B= B; + By}' + lez, mostre que as componentes do pro-

duto vetorial ¥ = A x B sio as escritas nas equacdes 4.15.

— RESOLUCAO:

Para mostrar que as componentes do produto vetorial sio as acima descritas, vamos substituir os
vetores A ¢ B na equacdo de definicdo do produto vetorial V=AxB e realizar as operacdes de
multiplicacdo das componentes dos vetores envolvidos, ou seja,

V=AxB=(Ai+A4,j+AK)x(B+B,j+B.k)
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Aplicando a propriedade distributiva das multiplica¢des, temos:
V=Aix(Bi+B,j+Bk)+A4,jx(Bi+B,j+Bk)+Akx(Bji+B,j+B.k)
= [Aj xBi+AixB, j+Aix Bjc] + [Ay}‘ xBi+A jxB, j+A jx Bjc] +

+[AkxBi+AKkxBj+AkxB.k]

Multiplicando (multiplicacio de escalares) os coeficientes e efetuando o produto vetorial dos vetores

de base 7, j, lg, temos:
V= [AxBx (f X f) +4.B, (f X }) +AB, (f X 12)} + [A},Bx (; X 7) +A4,B, (; X j) +A4,B. (} X 76)]

+[AZBX (kx7)+AB, (kxj)+4.B. (kx 1?)]

Considerando que:

(7x7)=(7x7)=(kxF)=0
(7x7)-F

(7 xF)=—]

(jx7)=-%

(7xF)=T

(ix7)=7

(fx7)=-7

podemos escrever:

A
+[AZBX (}) + 4B,

Desprezando os coeficientes multiplicados por zero, escrevemos:

V=[A4,B.—AB, i +[-4B.+AB]j+[ 4B, - 4B, ]k

Invertendo a posi¢do dos coeficientes de j, temos:

V=[A4B. -AB,i +[4B, - 4B.]j+[ AB, - AB |k

4 Vetores
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Essa expressio indica que as componentes de V' sio:

V,=(4,B.- 4.B,)

zy

V,=(4.B,~AB,)

V.=(4,B,—-A,B,)
conforme consta no texto (equagio 4.15).

Outra forma de se determinar o produto escalar entre dois vetores expressos analiticamente é por

meio do determinante de uma matriz 3 X 3 assim formulada:

I N R TV VY
V=AxB=|4, A A|=|] li-|" |-j+ dE
B, B.| B, B|’ [B, B,
B, B, B| " :
=(4,B. - A.B,)i—(4,B.~ AB,)j+(AB,— 4B, )k
=(4,B.-AB,)i+(AB,~4B.)j+(AB, - 4B )k

®  Exemplo 15

Determine o produto vetorial V =AxB, sendo A=10i + 40}' e B=30i - 50}' dois vetores perten-

centes a0 plano xy (pois as componentes z s3o nulas).

— RESOLUCAO:

Por meio do determinante, temos:

i J k B
V=AxB=/10 40 0= 50 0 0,
_— y
30 —50 0 o i
40 0 |10 0~ |10 40|-
50 o 30 0’ 30 —50 B
- . . 30
=0-7+0-j+(-500—1200)%
V =—1700k v

Figura 4.33: \etores ;1 e B’ (setinhas) pertencentes ao plano xy. O eixo 0z
“saindo" do plano do papel.
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O produto vetorial ¥ = 4% B ¢ ortogonal ao plano definido pelos vetores 4 e B; como eles estio
contidos no plano xy, o vetor V' tem a dire¢do do eixo z. No caso, V' = —1700 k, ou seja, o seu
mobdulo € 1.700 e o seu sentido, de acordo com o grifico (Figura 4.33), é oposto ao sentido posi-

tivo do eixo Oz (portanto, “penetrando” na folha do papel).

00000

4.8 Grandezas Definidas Como
Produtos Vetoriais

Algumas grandezas fisicas, muito relevantes na mecanica, sao definidas como produtos vetoriais
de duas outras grandezas vetoriais. Consideremos quatro delas (0 momento angular, a velocidade
de rotacio, a for¢a magnética e o torque de uma forga).

Definimos o momento angular (L) de uma particula como o produto vetorial do vetor
posicio (¥) com o momento linear (p = mv), isto é:

L=Fxp=mFxvy 4.16

Num movimento de rotacio com velocidade angular ®, a velocidade de uma particula, v,

num ponto cujo vetor de posi¢cio é 7, é dada por
V=0xr 4.17
Numa regiio de espaco na qual existe um campo mag-

nético B, uma particula dotada de carga g e de velocidade v

experimenta a a¢io de uma forca F, que é dada por:

F=qvxB 418

Assim, a forca sobre a particula é perpendicular tanto a
Figura 4.34: Forca Magnética sobre uma

particula de carga positiva que se move. sua Velocidade quanto a0 campo magnético.
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Para fixar um parafuso, é necessario girar a respectiva “porca”. Para tanto, fazemos uso de
uma chave de boca.A forc¢a aplicada a chave transmite a porca um torque ou “poder de rotacio”
que depende da intensidade da for¢a F e do vetor 7 (vetor posicio do ponto de aplicagio P).

Definimos o torque de uma for¢ca como o produto vetorial:
T=7FxF 4.19

Assim, temos dois sentidos da rotacio que um torque pode produzir: sentido horario ou
anti-horario. Eles dependem, porém, da posicio do observador; na figura, olhando de cima, o
sentido de rotag¢do é anti-horario, mas, olhando por baixo do papel, o sentido é horario. Para
saber o sentido do giro, envolva o vetor T com a mio direita com o polegar no sentido do vetor;

os outros dedos indicam o sentido de rotac¢io.

Figura 4.35: Torques sdo aplicados para girar um corpo rigido.

‘@ Agora € sua vez...

Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem e
realize a(s) atividade(s) proposta(s).
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