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Introducao

Estudaremos os movimentos mais simples entre todos os possiveis. Trata-se dos movimentos
uniformes, associados a auséncia de for¢as agindo sobre um corpo e daqueles decorrentes da
acao de forcas constantes.

Esses movimentos foram estudados exaustivamente por Galileu. Por exaustivos entendemos
uma analise dos movimentos baseada no método cientifico, o que pressupde o uso de todo o
ferramental matematico na descricio dos movimentos ¢ - 0 que era uma inovagao na mecanica -
baseada na experimentagio.

Os resultados do estudo dos movimentos mais simples conhecidos na natureza foram publi-
cados em sua obra Didlogos sobre duas novas ciéncias, na qual se dedica a introduzir os conceitos
basicos da cinematica, uma das duas novas ciéncias preconizadas pelo livro.

Do ponto de vista observacional, destacamos suas experiéncias sobre queda livre, utilizando
como plataforma de lancamento a famosa Torre de Pisa. Do ponto de vista matematico, o
rigor se manifesta ao estudar movimentos simples mediante o uso de axiomas (premissa que se
admite sem demonstra¢io) e de teoremas. Muitos axiomas e muitos teoremas.

Embora simples, os movimentos aqui estudados sio de grande relevancia ainda hoje, uma

vez que descrevem movimentos do cotidiano.

8.1 0 Movimento Uniforme

Galileu definiu 0 movimento uniforme tal qual fazemos ainda hoje. E aquele no qual a distincia
percorrida pelo moével é proporcional ao tempo despendido para percorré-la. Ou, ainda, é definido
como o movimento em que o mével percorre distancias iguais a intervalos de tempo iguais.

Embora seja o movimento mais simples que se possa imaginar, ele nio é muito frequente.
No nosso mundo, a for¢a de atrito é a maior responsavel pela reducio da velocidade dos
objetos. E ¢ dificil manté-los a uma velocidade constante. Em geral, devemos recorrer a algum

artificio para eliminar o atrito ou compensa-lo.
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O movimento uniforme foi analisado por Galileu no terceiro dia dos seus Didalogos sobre duas
novas ciéncias. Para dar uma ideia do rigor e do grau de refinamento atingido por Galileu no

estudo do movimento uniforme, citaremos o seu quarto axioma:

A velocidade exigida para que um corpo percorra uma
distancia maior, num mesmo intervalo de tempo, ¢ maior do
que aquela exigida para percorrer uma distancia menor.”

O seu primeiro teorema afirma que:

“Se uma particula é dotada de velocidade constante, entdo, ao
percorrer duas distancias quaisquer, o quociente dos tempos gastos
para percorré-las € igual ao quociente das distancias percorridas.”

Como se vé, a luz do que sabemos hoje, alguns resultados parecem 6bvios. No entanto, o
rigor matematico é importante para abarcar todas as situacdes possiveis.
O movimento uniforme, aqui entendido como

et aquele no qual a distancia percorrida é diretamen-
DIMOSTRAZIONI

MATEMATI C-E[E
intorno & due nuone eienze

te proporcional aos tempos gastos para percorré-la,

Atcenenti alla
Mzcanica & i MovimesTt Locars

ocorre em duas situacdes distintas.
Na primeira delas, a for¢a que age sobre um corpo,

ou a soma de todas as forcas, se anula. Na segunda,

valida para o movimento ao longo de uma curva, basta

que a forca na direcdo tangencial a curva se anule.

) _ No caso em que a forca é nula, sua aceleracio
Figura 8.1: Galileu e sua grande obra.

também o sera. Assim, escrevemos:

dt

0 8.1

A solugio da equacio acima é bastante simples. Podemos verificar que a solu¢io é aquela

para a qual a velocidade é constante e, portanto, igual para qualquer instante de tempo:

V=Y, 8.2
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onde V, é a velocidade inicial e, nesse caso, é a mesma para qualquer tempo. Observe que a solugio

v, =0, 8.3

que caracteriza o repouso permanente, ¢ uma solucio possivel.
Observe que a solu¢io 8.3 implica que a taxa de variagio do vetor posi¢io é constante, 0
que nos permite escrever:
dr .
— =, 8.4
dt
Devemos agora encontrar uma solu¢io para a equacio acima. Nio ¢é dificil verificar que a

solu¢io para a equagio acima é:

8.5

A equacio 8.5 é a equacio horiria do movimento uniforme.

Para o caso em que o mdvel nio se encontra em repouso, a sua
trajetoria sera retilinea. Para verificar isso, basta que analisemos o
vetor posicio como a soma de um vetor constante mais um vetor
cujo moédulo cresce linearmente com o tempo. Para diferentes

tempos, a situacdo pode ser entendida a partir da Figura 8.2.A reta

associada a trajetdria é ao longo do vetor velocidade.
) ) . ) Figura 8.2: Trajetoria retilinea obtida
Para verificar tal assertiva, basta considerar um sistema de refe- mediante o uso de vetores.
réncia em que o €ixo X (ou 0 eixo y ou o eixo z) coincida com a dire¢io da velocidade inicial.
Nesse caso, 0 movimento dar-se-a ao longo de tal eixo. O movimento sera retilineo e uniforme.

Sua equagio horaria quando o movimento ocorre ao longo do eixo x é:

X =vt+Xx,
Y=Y 8.6
z=2z,
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Exemplos
® Exemrro 01:
Uma pequena esfera de aco (R = 2 mm) ¢é solta (ou seja, inicialmente estava em
repouso) na superficie do 6leo de soja contido num cilindro graduado em centime-
tros (muito comum em laboratérios de Quimica). Ela afunda no 6leo movimentan- =10

do-se ao longo de uma trajetdria retilinea. A tabela registra a coordenada y da esfera 3’

~ . . . S 30
em funcio do tempo apds medidas acuradas, tomadas um pouco depois de ela iniciar
40

o movimento na descendente. “

t(s) 0 16 33 50 6,7 84 H
0 10 20 30 40 50 Figura 8.3: Cilindro

graduado em
Determine as equa¢des horarias da velocidade e da coordenada y. centimetros.

— RESOLUCAO:

Os dados indicam que intervalos de distancias regulares de Ay = 10 cm sdo percorridos a intervalos
de tempo igualmente regulares de Az = 1,7 s. Conclui-se, portanto, que o movimento da esfera é
uniforme, pois distincias iguais sio percorridas em intervalos de tempos iguais. Infere-se, portanto,
que, para o intervalo de tempo considerado, a acelerag¢io da esfera é nula.

Nas circunstancias acima, as equacdes horarias da velocidade e da coordenada y (adotando-se o eixo

0y vertical para baixo e com origem na superficie do 6leo) sio:
v(t) =6 cm/s

e, portanto, de 8.5, tem-se:

y=0.t
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® ExemprLo 02:
Explique, com base em consideracdes dinamicas, por que a velocidade da esfera se torna

constante decorrido certo intervalo de tempo.

— RESOLUCAO:
Vamos analisar as forcas sobre a esfera em movimento dentro do dleo. Sobre a esfera agem trés forgas,

as quais sdo ilustradas na Figura 8.4 e explicadas no quadro a seguir:

V7 1. P= forca gravitacional; médulo P = mg
Ll 2. FE = ¢ a for¢a denominada empuxo. Ela tende a

“empurrar” a esfera para cima.

Mobdulo de E = peso do volume de liquido deslo-
% £ =empuxo 6leo s/ esfera cado. Nesse caso, 0 empuxo é menor do que o peso
v¢ da esfera: E < P.
i 3. F;]: for¢a viscosa; tem relacdio com a viscosidade
P= peso da esfera do fluido e resiste a0 movimento. O mddulo dessa
forca, de acordo com “Forgas”, ¢ dado por: F’7 =—kv;

F]1 =resisténcia viscosa 6leo

¢a= dvidt onde v ¢ a velocidade da esfera. Ela sempre se opoe

a0 movimento. Tem sentido oposto a V. Para

Figura 8.4: Forcas agindo sobre a esfera de dleo objetos esféricos de raios pequenos: k = 6mR, onde

N = coeficiente de viscosidade do fluido.

Aplicando-se a 2* Lei de Newton a esfera, escrevemos:

ZF;sfera =m-a 8.7
Utilizando-se o referencial cartesiano da Figura 8.4, escrevemos a equa¢io acima como:

(E-P+F,)j=(m-a)] 88

Assim, em termos da componente y, escrevemos:
[E-P]+F,=m-a 8.9

A parcela F| = — k.v aumenta com o aumento da velocidade. Esse termo cresce a medida que a
velocidade aumenta. Existe, no entanto, um limite para esse crescimento, um valor maximo da

velocidade, portanto. Ela cresce até o ponto em que a for¢a viscosa se equilibra com o termo [E — P)|.

Dinadmica do Movimento dos Corpos



B Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

Assim, a aceleracio tende a se anular com o aumento da velocidade v. Existe um valor maximo de

v, denominado Vi imiter PAT O qual a aceleracdo se anula:
imite

[E_P]_kvumite:m'a:() 8.10

Assim, quando a velocidade da esfera atingir o valor limite — o valor maximo —, a acelera¢io
torna-se nula e 0 movimento passa a ser uniforme a partir dai. E esse comportamento que é refletido
no quadro acima. A velocidade limite é dada, portanto, pela expressio:

[P-E]

VLimite - k 8.11

Fato semelhante ocorre com qualquer objeto que se movimente num fluido gasoso ou liquido.
As gotas de chuva e as pessoas que saltam com paraquedas abertos atingem, ao cair, uma velocidade limite.

Na maioria dos casos, essa velocidade limite é muito menor do que a que elas teriam se a queda fosse livre.

00000

8.2 Movimento Uniforme ao Longo de uma Curva

Quando a for¢a, ou a soma das forcas, que age sobre um corpo for nio nula, mas a com-
ponente da for¢a ao longo da direcdo tangencial a curva for nula, ainda assim classificamos o
movimento como movimento uniforme.

Na situac¢do descrita acima, podemos nos certificar de que a lei de Newton para a compo-

nente tangencial assume a forma:

onde v agora ¢ a velocidade escalar. A solu¢io nesse caso € simples:

V=Y, 8.13
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ou seja, a velocidade escalar é constante ao longo da curva. A equagio analoga a 8.12 ¢é:

(ds)Adt) = v,, cuja solugio é:
s=Vt+s, 8.14
Assim, no caso do movimento ao longo de uma curva, com uma trajetéria predeterminada,
podemos ter um movimento uniforme desde que a forca tenha uma componente nula na

dire¢do em que o movimento se da.

00000

® ExemrLo 03:
Um carro (massa total m = 800 kg) move-se vertical |
com velocidade escalar de 72 km/h em
uma pista horizontal e plana. Num deter-
minado ponto da pista, ele atinge um
trecho descrito por um arco de circunfe-
réncia de raio R = 800 m, mantendo, no
entanto, a sua velocidade constante. Ele sai
desse percurso em outro ponto da pista.

a. Qualaaceleracio do carro quando ele

adentra a parte curva da pista? C
centro da

b. Qual é o comprimento do arco per- e

corrido pelo carro se a curva ¢é realiza-
da em 20 segundos?
€. Qual a soma vetorial das forcas

F ) sobre o carro?

— RESOLUCAO:
O esquema da Figura 8.5 representa um

diagrama do corpo livre do carro. Sio

nela apresentados o sistema cartesiano e as

-
coordenadas utilizadas. C
centro da
circunferéncia

Figura 8.5: Diagrama do corpo livre do carro e o referencial polar utilizado.
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Inferimos que:

1.

Na dire¢io vertical, ao longo do eixo z, atuam duas forcas de sentidos opostos: o peso P e
a reacio normal N exercida pela pista sobre o carro (é, na realidade, a soma das normais).

Essas forcas podem ser escritas como:

p =mg =—-mgk N =Nk 8.15

Assim, a soma das for¢as na dire¢io vertical é dada por:

vertical — F;k = (_mg+N)k 8.16
Na direcio tangencial a trajetéria curvilinea, perpendicular a vertical e na dire¢io da velo-
cidade vetorial, usualmente definida como a dire¢io azimutal, atuam duas forcas, também de
sentidos opostos:

A for¢ca motriz F' ¢ aquela que resulta do atrito estatico entre a roda e a pista. Essa forca

motriz

impulsiona o carro no sentido do movimento.

F
n

Resisténcia
do ar

atrito estatico - Fmotriz Ziirgel:;;iysd-g:n:(;:/?;s er:wio_
A for¢a de resisténcia do ar F'n surge devido ao atrito viscoso do veiculo com o ar. A reagdo a
essa forca leva ao deslocamento do ar a frente do veiculo. Assim, essa for¢a resultante da colisio
do veiculo com as moléculas do ar atua sempre no sentido de reduzir a velocidade desse veiculo.
A intensidade dessa forca depende da velocidade, de tal forma que, acima de 20 m/s, ela é bem

descrita pela expressio:

F =F(v)=F,=C-V’ 8.17

onde C depende do formato aerodinamico do carro. Ela aumenta com o quadrado da veloci-

dade do veiculo.
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Assim, na direcdo tangencial escrevemos (lembrete: €, = versor na diregio tangente a curva):

F;an = (Fmotriz - Fq)e(p 8.18
Na direcao radial atua a for¢a de atrito lateral ' :essa forca age lateralmente no contato dos

z

pneus com a pista. Seu efeito é “segurar” o carro, mantendo-o na trajetéria curvilinea, evitando
assim que o carro escape (derrape) para fora da curva. Devido a inércia (1* Lei de Newton), o
carro tende a conservar a sua velocidade, que ¢ tangencial a curva. Assim, se a intensidade dessa
forc¢a nio for suficiente, o carro “sai” pela tangente. Assim, na direcdo radial existe apenas uma

for¢a, a qual escrevemos como:
FI'adial = _(F;t. lateral)ep = _“‘Nép 8.19

onde [ € o coeficiente de atrito cinético entre a pista e os pneus do carro e €, = versor na
direcio radial.

Assim, a for¢a total que age sobre o carro é dada pela soma:

ol

=Fe +Fe, +Fé =—uNe +(F,

PP ¢

~F)é,+(-mg+N)k 8.20

5
otriz
=1

I

Qual a aceleragio do carro que se movimenta na curva?

A acelera¢io vetorial, na notagio vetorial, pode ser escrita como:

a=ad,+d,+a,=ae +ae, +ae, 8.21

onde os termos acima podem ser identificados, respectivamente, como as componentes radial,

azimutal (ou tangencial) e vertical.

De acordo com a 2* Lei de Newton, temos:

F= m(ap +a,+ az) =ma,e, +mae,+ma.e, 8.22
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Utilizando 8.20 na equagio 8.22, obtemos componentes da aceleragio:

a =———— 8.23

[+
a, =|-g+—
m

. Na direcio vertical, a aceleracio ¢ nula (o carro nio sobe nem desce). Isso implica que a forca
peso é equilibrada pela forca normal (N = mg).

Il. Considerando-se que o carro mantém a velocidade escalar de 20 km/h, sem alteracdes, a acele-
racdo tangencial é nula: a,= 0. Donde concluimos, utilizando a expressdo 8.23, que, em virtude

de as forcas (motriz e da resisténcia do ar) terem direcdes iguais, seus modulos também sio iguais
= |F,

|F ) ,mas tém sentidos opostos.

lll. No que diz respeito a direcio radial, podemos escrever, de 8.23 e 7.20, que:

=— 8.24

Para os valores da velocidade e do raio dados (v = 72 km/h = 20 m/s e R = 800 m), obtemos:

v_zz (20 m/s)2 0.5
R 800 m

mN| B

Assim, a acelera¢do centripeta, adotando-se o sistema mks ou SI, é dada por:
a=-0,5¢,

b. Qual é o comprimento do arco percorrido pelo carro se a curva é realizada em 20 segundos?

Como o movimento é uniforme, temos a variacio de espacos percorridos igual ao intervalo de

tempo decorrido:
As =vAt 8.25

Sendo nesse caso Af =20 se v =20 m/s (72 km/h) — As = v.At = (20 m/s)(20 s) = 400 m, ou seja,

a distancia percorrida no intervalo de 20 segundos é de 400 m.
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¢. Qual a soma vetorial das forcas sobre o carro 2F = ?

De 8.20 e 8.23, segue-se que:

el

2

i=1

=Fé +Fe, +Fe =—uNe

¢

8.26

Em qualquer objeto que se movimente ao longo de uma trajetéria circular com velocidade

tangencial constante, a somatéria das forcas que agem sobre ele é radial, apontando sempre para

o centro da circunferéncia.

8.3 A Luz e o Movimento Uniforme

00000

A propagacio da luz constitui-se num dos melhores exemplos de movimento retilineo e

uniforme na natureza e isso porque a luz é composta por particulas diminutas, de massa nula,

E
S ———

conhecidas como fétons (foton em grego significa luz). A luz se
propaga, em meios homogéneos como a agua ou o espago interga-
lactico (entre as galaxias), em linha reta. Ademais, a velocidade da
luz num meio homogéneo é constante.

Consequentemente, os fotons, que compdem a luz, propagam-se

em linha reta e com velocidade constante.

Figura 8.7: Fotons deslocam-se a
velocidade da luz

A velocidade da luz é de 299.792.458 m/s ou, aproximadamente, 3 X 10* m/s.

Figura 8.8: Nada se propaga a uma
velocidade maior do que a da luz.
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00000
e ExemprLo 04:
Estima-se em 300 sextilhdes (300 X 10*!) a quantidade de
estrelas existentes no universo observavel. Com excecio
do Sol, a estrela mais proxima da Terra é aquela localizada o selber mrais Selbme A AFE TemmeE=
na da constelacio de Centauro, denominada Proxima lha, acesse: http://pt.wikipedia.org/
Centauri — uma ani vermelha distante de nds, terraqueos, e
cerca de 40 trilhdes de quildmetros (40 X 102 km).
a. A luz responsavel pela imagem de “Proxima Centauri” capturada por um telescopio aqui na
Terra, neste instante, foi emitida ha quanto tempo nessa estrela?

b. O que significa “anos-luz’”?

— RESOLUCAO:
A luz se propaga em linha reta no espaco intergalactico considerado como euclidiano, com velocida-

de aproximada de ¢ = 300.000 km/s; o movimento dos fotons de luz ¢é retilineo e uniforme. Logo:

Ax Ax
c=—=>A=— 8.27
At c

Substituindo-se os dados na expressdo acima, obtemos:
_40-10"km  40-10"
- - 5
300,000 3:10
S

At (s)213,3-10"s

s

Como 1 ano = 31,54 X 10°s, o intervalo de tempo At = 13,3.107s pode ser convertido em “anos’

por uma regra de trés simples:

At=(13,3-107s)/(31,54x106 s/ano =4,2 anos )

Isso significa que, hoje, estamos vendo uma imagem do que aconteceu na Proxima Centauri num
passado remoto: cerca de 4,2 anos atras.
O termo anos-luz corresponde a uma unidade de distancia; 1 ano-luz equivale a distancia percorrida

pela luz durante um intervalo de tempo de 1 ano. Assim,

d ct

ano-luz — “~“ano
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Donde inferimos que um ano-luz é a distancia, expressa em quilometros, dada por:

d oy =300-10° (km/s ) -31,54-10° (5) = 946,210 km

ano luz

Nessa unidade, a distincia entre a Proxima Centauri e a Terra é de 4,2 anos-luz.
O telescopio Hubble obteve uma imagem de uma galaxia espiral distante 17 milhdes de
anos-luz. E onde ela se encontra hoje? Certamente que nio. Essa luz originou-se num passado
remoto, muito remoto. Ao longo desse tempo, a galaxia observada jA4 mudou de posi¢io, pois

tudo no céu esta em movimento.

00000

8.4 Movimento Uniformemente Variado

Como no caso do movimento uniforme, existem duas definicdes para o que denominamos
movimentos uniformemente variados. Na primeira delas, dizemos que tais movimentos
ocorrem quando a for¢a (ou a soma das forcas) é constante.

A segunda defini¢io é aquela que o define como o movimento ao longo de uma curva,
em que a componente da forca na dire¢io tangencial a ela se anula. Essa segunda defini¢io se
aplica apenas ao caso especifico do movimento que se da ao longo de uma curva predefinida.
Assim, essas defini¢des nio sdo equivalentes.

Galileu definia 0 movimento uniformemente acelerado como aquele no qual a varia¢io da
velocidade é proporcional ao intervalo de tempo em que essa variagio ocorre.

Em seus Didlogos sobre duas novas ciéncias, Galileu manifesta sua compreensio de que o
movimento de queda dos objetos na superficie terrestre ¢ um movimento uniformemente
acelerado. Assim, esse é o tipo de movimento ao qual nos, habitantes do planeta Terra, estamos
muito acostumados. Ele ocorre no dia-a-dia. Ja se incorporou ao cotidiano das pessoas. E bom
lembrar, no entanto, que, no caso da forca da gravidade na superficie terrestre, estamos falando
de uma aproximacio valida desde que a altura atingida pelo objeto na superficie terrestre seja
muito menor do que o raio da Terra. Em geral, uma for¢a constante é o resultado de algum tipo

de aproximagio e, portanto, valida dentro de determinadas condigdes.
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Galileu, em seus didlogos, argumenta que os movimentos denominados naturais por
Aristoteles sdo bastante simples. O fato é que o movimento acelerado mais simples é o unifor-
memente acelerado. Galileu argumentou que a queda dos objetos poderia ser explicada a partir
desse argumento da simplicidade do movimento.

Galileu concluiu, sem o uso do calculo diferencial, pois este ainda era desconhecido, que,

para tais movimentos,

“Os espacos associados a um corpo que cai em queda livre
a partir do repouso variam de acordo com o quadrado dos
intervalos de tempo necessarios para percorré-los.”

8.4.1 Forcas Constantes

Analisemos as solucdes das equagdes gerais do movimento quando a forca é constante.
Tendo em vista que essa ¢ uma aplicacio muito simples da dinamica newtoniana, mas ainda de
interesse, vamos apresentar tais solucdes fazendo uso do conceito de derivada de fun¢des do

segundo grau. Para isso lembramos que, se P"(x) for um polinémio de grau 7, sob a forma geral:
P'(x)=ax"+a, x"" +-ee +a,x’ +ax+a, 8.28

entio, a derivada dessa fun¢io polinomial serd dada por:

dP" (x)

- — nanx”’l + (n _ l)an_le Foeeeinns +2a,x +a, 8.29

Analisaremos agora o caso de uma for¢a constante. Seja F' a tal forca. O fato de ser constante
implica que o mesmo vale para suas componentes. Escrevendo as componentes como:
F =F F =F

x Ox? y 0y> z 0z

os valores de F o F o © F 5. $30 valores constantes.
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Observe que, se a for¢a for constante, a aceleracdo também o sera. Consequentemente, a segun-
da lei de Newton nos permite prever que as componentes constantes da aceleragio serdo dadas

pela relacdo entre a forca e a massa:

a,, =—- a,, = 8.30

As trés equacdes de Newton, envolvendo cada uma das componentes da forga, assumem
agora uma forma igual. Escrevemos:

dv. (1) _ dv, (1)

e e L T

dt dt

av_(t
ﬁ - E)z 8.31
dt

Como as equagdes sdo iguais, podemos analisar a solu¢ido de apenas uma delas. Por exemplo,

a equagio para a componente X escreve-se como:

mdv"—(t) =F, 8.32
dt

A solucio da equagio acima ¢, de acordo com as expressdes 8.28 ¢ 8.29, dada por:

F
v, (t) =a,t+v, =( 0x )t +v,, 8.33
m

onde v, € uma constante cuja interpretagdo fisica ¢ bem simples. Trata-se da velocidade inicial,

pois, tomando-se o tempo = 0, na solugﬁo 8.33, obtemos:

v.(0)= v, 8.34

X

Tendo em vista que solucdes analogas valem para as demais componentes, podemos escrever

a solucdo em termos de vetores. Essa solu¢io é, portanto:

- .- _|F -
v(t)=a0t+v0= — |t t+ v, 8.35
m
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Busquemos agora a soluc¢do para a dependéncia da posi¢io em relagio ao tempo. Uma vez
que as equagdes assumem a mesma forma, analisemos o caso de uma componente apenas. De
acordo com a defini¢io de velocidade, podemos escrever, para a dependéncia da coordenada x
em relacio ao tempo, a seguinte equagio:
dx(t) _
— = (t)=ayt + v, 8.36
Levando-se em conta a expressao geral para polindmios de grau n e aplicando-se tal expressio
para polinomios de segundo grau, concluimos que a solu¢io para a dependéncia da coordenada

em relagdo ao tempo é:

x(t) = aZﬂt2 TV, f+ X, 8.37

onde x, ¢ o valor da componente x no instante de tempo ¢ = 0, ou seja,
x(0)=x,

Utilizando a representacio vetorial, verificamos que, no caso em que a forg¢a é constante,

o vetor posicio da particula evolui com o tempo de acordo com a expressio:

—

r(t):%t2 +V,t+ T 8.38

A solucio para o problema de se determinar a posi¢io de uma particula nesse caso,
bem como no caso geral, envolve o conhecimento da posicio e da velocidade da particula
num instante de tempo inicial, aqui considerado o
instante de tempo ¢ = 0.

Denominam-se condicdes iniciais as condi¢des
de inicio do movimento. Para conhecé-las bastam,

no caso do movimento, a velocidade e a posicao das

particulas no instante de tempo no qual iniciamos o
estudo do movimento. Esse instante é arbitrario.

Figura 8.9: O movimento dos raios catddicos ocorre,
em certos trechos, com aceleragdo constante.
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8.4.2 Aceleracao Escalar Constante

No caso em que o movimento se di ao longo de uma curva pré-fixada, dizemos que o
movimento € uniformemente acelerado quando a componente da forca na direcio tangencial
a curva é constante, ou seja, a forca total pode variar a vontade, desde que sua componente tan-
gencial se mantenha constante. Nesse caso, considerando-se apenas a componente tangencial, a

segunda lei de Newton escreve-se da seguinte maneira:

dv(t) =5=a0 8.39
dt m

onde F|| é a componente tangencial da for¢a (admitida constante) e v é a velocidade escalar da

particula definida em 3.6.
V=ay+v, 8.40

A defini¢io da coordenada espaco leva-nos a seguinte equacio para sua dependéncia em

relacio ao tempo:

ds(t)
dt

Ev(t):aot +v, 8.41

Assim, de forma aniloga ao que fizemos antes, ou seja, levando-se em conta a expressio
geral para a derivada de polindmios de segundo grau, podemos concluir que a solu¢io para a

dependéncia da coordenada espaco em relagio ao tempo é:

s(t) = %tz Ty it+s, 8.42

onde agora s, e Vv, representam, respectivamente, o espaco inicial e a velocidade escalar inicial.
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e ExemprLoO 05:

Em uma pista asfaltada na qual existe um trecho plano e sem curvas, um carro de massa total m = 800 kg

¢ freado bruscamente quando o velocimetro acusa uma velocidade escalar de 90 km/h. Devido ao

travamento das rodas, os contatos entre os pneus e o asfalto fazem surgir uma forca total de atrito

(F, = wN),a qual, como sabemos, atua no sentido contrario ao do movimento. Sendo u o coeficiente

de atrito entre o pneu e o astalto dado por p = 0,6 e considerando-se g = 10 N/kg, determinar:

a. A acelerag¢io do carro durante a frenagem.
b. As equagdes horarias do espaco e da velocidade.

€. O espaco percorrido até o carro parar.

— RESOLUCAO:

a. A aceleracio do carro durante a frenagem.

Na Figura 8.10, o bloco representa o DCL do carro;

nele estio desenhadas as forcas que atuam sobre o carro
- .

durante o processo de frenagem. ]

t

Verificamos entio que, considerando-se o sistema carte-
siano da Figura 8.10,as componentes da forca resultan-

te sobre o carro sdo dadas por:

F,=N-mg

Da segunda lei de Newton, inferimos que:
ma, =F =-uN
ma,=F,=N —mg

Figura 8.10: DCL do
carro brecando.

8.43

8.44

8.45

Como nio existe movimento na direcio vertical (a direcio do eixo y), a componente vertical da

aceleracio é nula. Escrevemos a,= 0. Portanto, de 8.45, concluimos que a for¢a peso tem o mesmo

modulo e dire¢io da soma das forcas normais, mas sentido oposto a for¢a normal. Escrevemos:

N = P = mg = 8.000 newtons
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Desprezando-se a resisténcia do ar, a tinica for¢a que atua sobre o carro na direcio horizontal (a direcio
do eixo x) € a forga de atrito, cujo modulo ¢é F = pu-N = (0,5)(8.000 newtons) = 4.000 newtons.
Esta forca de atrito tem o sentido oposto ao da velocidade. Ademais, ela nao é motriz.
Vetorialmente, escrevemos F = ~(4.000)7 (o sinal negativo é necessrio para indicar que esta forca tem

sentido oposto ao da orientagio do eixo 0x). De 8.45 segue-se que:

D F, =—-(4.000)i =m.d, =800(a,)i
~4.000=800-a, —» a, =—5 m/s’

A aceleragio do carro, durante a frenagem, é a_=(dv )Adt) = =5 m/s* o sinal negativo indica que a
variacdo da velocidade é negativa e que a velocidade escalar diminui durante o tempo de frenagem.
b. As equagdes horirias do espaco e da velocidade.

Para escrever as equac¢des horérias, é necessario conhecer as condi¢des iniciais no instante ¢ = 0 (que

vamos considerar como o instante em que o motorista aciona os freios). Entio, temos os seguintes dados:

x, =0; v,, =90 km/h =25 m/s; a,, =a, =-5 m/s’

Como o movimento é uniformemente acelerado, as equagdes sdo obtidas a partir de 8.42. Substi-
tuindo-se os valores acima para as condi¢des iniciais e a aceleracio, obtemos com todas as unidades

no sistema mks:
x(1)=25t-2,5¢
v, (1)=25-51

€. O espaco percorrido até o carro parar
Formalmente, o carro para quando sua velocidade se anula, ou seja, v = 0. Assim, o instante em que

isso ocorre é obtido a partir de:

0=25-5t—>t=5s

Substituindo-se o valor # = 5 s na equacio horaria do espaco, encontramos o valor de x quando o

Carro para:

x(1=55)=25(5)-2,5(5)" =62,5m
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Portanto, até parar, o carro percorre uma distancia de 62,5 metros. Essa é a distancia mais segura
visando a evitar um acidente com um animal que, repentinamente, atravessa a pista quando viajamos
a essa velocidade. Deve-se levar em conta, no entanto, que em dias de chuva o coeficiente de atrito

se reduz. Portanto, a distancia segura em dias chuvosos é ainda maior.

00000

8.5 Lancamento na Vertical e a Queda livre

Um caso especial de for¢a constante, ou melhor, constante dentro de uma boa aproximacio, é
o do movimento vertical sob a a¢do da for¢a gravitacional. Essa forca é dirigida sempre em dire¢ao
ao centro da Terra, fato esse que induziu Aristoteles a imaginar que o centro da Terra seria o centro
do Universo. No mais das vezes, consideramos a Terra como plana.
E uma boa aproximacio para o estudo dos movimentos que ocorrem
proximo a superficie terrestre (por exemplo, a queda de uma maca de
uma arvore de 5 metros de altura), considerando-se o fato de que seu
raio ¢ de cerca de 6.400 km. Assim, escolhendo-se a origem do sistema
de referéncia coincidente com um ponto sobre a superficie terrestre, e
considerando o eixo x paralelo ao plano e o eixo y como perpendicular
a superficie terrestre e orientando-o de tal forma que tenha um sentido
contrario ao da forca da gravidade, podemos escrever para a compo-

nente y da forca gravitacional a seguinte expressio:
y ¢a g gu p

F =-mg 8.46

A condi¢do para que o movimento se dé apenas na direcio vertical é

ade que a componente X se mantenha constante durante o movimento:

Figura 8.11: Queda livre avaliada de X=X,
dois sistemas de referéncia.
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Para uma forca gravitacional constante, as equagcdes mais gerais para movimentos verticais
s30 as que envolvem a componente y da velocidade e a coordenada y. De acordo com a analise

anterior, temos as seguintes equagoes:

v, =—gt +v0y
1 8.47
y(t) = —Egt2 + voyt+y0

O valor da aceleragio da gravidade na cidade de Sio Paulo é g = 9,8 m/s2.
A situagdo em que o corpo inicialmente estd em repouso, isto ¢,em que v, = Voy = 0, é conhe-

cida como movimento de queda livre. Nesse caso, as equagdes se simplificam ainda mais e temos:

8.48

00000

e ExemrLO 06:

A castanheira do Pard é uma arvore que pode alcancar mais de 30 m de altura e pode viver mais de
500 anos. Imaginando-se que um fruto dessa arvore, de massa m = 2 kg, se solta de um galho a 25

m de altura, qual é o tempo de queda e com que velocidade o fruto atinge o solo?

— RESOLUCAO:
Desprezando-se a for¢a de resisténcia do ar, a Gnica forca que atua sobre o
fruto em queda é o seu peso.

Portanto, de acordo com a lei de Newton, podemos escrever:

<I¢
-~

F=mg=ma 8.49
| 0 Utilizando o referencial da Figura 8.12, escrevemos:
solo ‘x»
mg =—mgj=ma=ma,j 8.50

Figura 8.12: DCL da
castanha-do-Para.
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E, portanto, admitindo-se a aceleracio da gravidade como constante, a componente da aceleracdo na
direcdo vertical ¢ constante e dada pora = —g = —9,8 m/s” (o sinal negativo indica que a aceleracio
de queda tem sentido vertical para baixo). Observe que a aceleracdo de queda livre nio depende da
massa do objeto que cai. Todos os corpos caem com a mesma aceleragio.

A equagio geral para a queda livre é da forma 8.48. Assim, adotando-se o instante de tempo ini-
cial 7 =0 como aquele no qual o fruto se desprende da arvore, as condi¢des iniciais sio: v, = 0;
Y, = 25 m. Ademais, a,=—g (para facilitar os calculos, vamos considerar g = 10 m/s?). Temos, assim,

as seguintes equa¢des horarias do movimento:

y(t)=25-5¢
v(t)=-10¢

Para determinar a velocidade com que o fruto atinge o solo, é necessario conhecer o tempo ¢ de
queda. Impondo y =0 (0 = 25 — 5¢2), o valor de ¢ fisicamente aceitivel é aquele que satisfaz esta
equacgio e tem o valor positivo. O resultado é ¢ = \/g =224s.

Substituindo-se esse valor na equacio da velocidade, temos:

v=-10(2,24)=22,4 m/s ~80 km/h

A conclusio, portanto, ¢ a de que o fruto atinge o solo aproximadamente 2,24 s apds se soltar do

galho com velocidade aproximadamente igual a 80 km/h.

e Exemrro 07:
E costume, em condi¢des especiais, um pedreiro (A) lancar uma telha para outro (B), que se encontra
no telhado. Com que velocidade v, o pedreiro A deve langar uma telha verticalmente de forma que
ela chegue com velocidade nula as maos do pedreiro B?
Admita que a diferenca de altura entre as mios dos pedreiros seja de 3,2 m. Ademais, desprezar a

resisténcia do ar e considerar g = 10 m/s2.
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— RESOLUCAO:

Apbs o lancamento, e desprezando-se a resisténcia do ar,
o movimento da telha ocorre unicamente sob a ac¢io
do seu peso. Adotando-se o referencial da Figura 8.13,

y=3,2m

pOdCl’l’lOS €screver:

b =-mgf 851

Adotamos o instante de tempo inicial como aquele no

qual a telha é lancada. Ademais, escolhemos o eixo de

referéncia Oy na vertical orientado para cima, e com
origem na posicio em que a telha é lancada. Assim, as
condi¢des iniciais sio:

Figura 8.13:

Lancamento
na vertical.

yOZO;VOy =7

As equacgdes horarias da componente y da velocidade e da coordenada y sio:

y(1)=v,,1 =5t
v, (1)= vy, —10-¢

Quando a telha atinge as mios do pedreiro B, sua velocidade se anula (v = 0); mediante a equagio

da velocidade, obtemos o tempo de voo da telha:

0= =2
—voy—lo‘t:t—ﬁ 8.52

Observe que, se Voy fosse conhecido, o instante de tempo determinado acima seria o instante em que
a telha atinge as maos do pedreiro B.
Substituindo-se o resultado para o tempo 8.52, na equac¢io horaria da coordenada y, teremos uma

equagio quadratica envolvendo apenas uma incognita:
% vy, )

3,2=v,, | =2 |-5 -2
o ( 10 ] ( 10 J

320=5[, |

ou seja:
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Dessa equacio segue-se que, aparentemente, temos duas alternativas para a velocidade inicial:
V,, =38 m/s.

y
Qual delas escolher? Como se trata da velocidade inicial de lancamento vertical para cima e, por-
tanto, no mesmo sentido do eixo 0y, devemos escolher o sinal positivo para a velocidade. Assim, a
velocidade de lancamento é Ve, = F 8 m/s = 29 km/h.
Em resumo: a telha deve ser lancada verticalmente para cima com velocidade aproximadamente

igual a 29 km/h (8 m/s).

00000

8.6 Movimento numa Calha

Pode-se estudar, mais facilmente, o movimento uniformemente variado fazendo uso de uma
calha. O arranjo experimental é reproduzido na Figura 8.14. A ideia é a de, reduzindo-se o valor
do angulo da calha, reduzir a aceleracio do mével. Isso é importante, porque os objetos caem muito
rapido e, usualmente, é dificil verificar experimentalmente a validade das equacdes 8.47 e 8.48.

Galileu foi o primeiro a fazer isso. Fazia rolar bolas de canhdo por uma calha de cerca de 5 metros.

Figura 8.14: Galileu, a calha (fotos) e o sistema de referéncia.

Sobre a bola atuam, desprezando a forca de atrito, duas forcas: a forca normal e a forca da gra-
vidade (a for¢a peso). Para um sistema de eixos adotado na figura, a componente y da forca peso
se anula com a normal, pois nio existe movimento ao longo desse eixo. Portanto, devemos analisar

apenas o movimento ao longo do eixo x. A componente x da forca peso é constante e dada por:

P_=mgsen0 853
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Nesse caso, as equacoes que estipulam a posicdo e a velocidade de uma bola na calha, em

funcio do tempo, sio:

gsend
x(1)= 522

£+ Vol + X,

8.54

v, (1) =gsenBr + v,

OOo0o00

e ExemrLo 08:

Um bloco de massa m, apoiado em roletes sem atrito, solto

em A, desliza numa calha (plano inclinado), de acordo com

a Figura 8.15.

a. Determinar a aceleracio do bloco como funcio do

angulo do plano inclinado.

b. Calcular 0 de modo que a aceleracio do bloco tenha

intensidade 1 m/s2.

— RESOLUCAO:

Figura 8.15: Bloco deslizante.

Como o atrito é considerado inexistente nos roletes, e ndo considerando a resisténcia do ar, as forcas que

atuam no bloco sio duas: o seu peso P ¢ a reacio normal N do plano sobre o bloco (veja Figura 8.16).

y\ 1vertical

horizontal py
p=mg
Figura 8.16: DCL do bloco. O referencial xy é adotado com o eixo x

paralelo a calha. O peso ¢ substituido pelas suas componentes p_e
p,-p, = psend e p = pcoso.

y\ 1vertical

horizontal

Figura 8.17: Os triangulos rosa e amarelo sdo retangulos e
semelhantes. O dngulo entre a vertical e o eixo y é 6, igual ao da
direcao da calha e com a horizontal.
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a. Aceleracio do bloco.

Para determinar a acelerag¢io do bloco, vamos aplicar a 2* Lei de Newton nas dire¢des x e y, conforme

o DCL acima, e levando-se em conta o referencial escolhido, temos:

*  Direcdo y.As forcas nesta direcio sio N =N-J e p,= —[p-cosB]-j. Assim, nesta direcio, a 2 Lei
de Newton adquire a forma: Zﬁy =N+ p, =m-ad, Substituindo-se Ne D, por suas expressdes

cartesianas, temos:

m-ﬁy=[N—p~cosG]-j 8.55
O bloco nio se movimenta nesta dire¢io — @, = 0; isso implica que

N = pcos®=(mg)cos6 8.56

® Diregdo x.A Gnica forga resultante que atua nesta direcdo é a componente p_= p-senf = mg-senf.

Portanto, na dire¢io X, escrevemos:
D F, =(mg-sen0)i =m-d, =ma,i 8.57

Em resumo: uma vez que @ = 0, o bloco desliza calha abaixo com aceleragio tal que sua compo-

nente ao longo do bloco é:
a,=g-send 8.58

b. Determinagio de 0 que resulta numa aceleracio do bloco igual a 1 m/s2.

Do item anterior temos: a_ = g-senf. A aceleragio do bloco depende linearmente de senf. Quando
0 = 90°, a sua aceleragio é maxima, pois para esse valor do angulo a funcio senf assume valor
maximo (sen90° = 1). Para 6 = 0° a aceleracio é nula, pois sen0° = 0.

Para que angulo a aceleragdo do bloco calha abaixo ¢ a, = 1 m/s*

De 8.57, e adotando-se g = 10 m/s?, temos:

1 m/s2 = (IOm/sz)-senG -.sen0=1/10=0,1

Donde obtemos

6 =arcsen(0,1)=5,7°
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e ExemprLo 09: \
y 1vertical

Um bloco de massa m, apoiado em roletes, |
solto no ponto A, desliza sobre uma calha. E
Admita g = 10 m/s? e que existe atrito entre a E
calha e o bloco. O coeficiente de atrito dina- '
mico é p = 0,3.
a. Determinar a aceleracio do bloco para
0 = 37° (sen37° = 0,60 e cos37° = 0,80). B
b. Com que velocidade o bloco atinge o horizonts
ponto B se AB =2 m? Figura 8.18

— RESOLUCAO:
y\ 1vertical

a. Determinar a aceleracio do bloco para 6 = 37° '
Consideramos o DCL da Figura 8.18 ¢ o :
referencial igual ao do Exemplo 8. Devemos E
considerar o sentido da for¢a de atrito como :
oposta ao sentido do movimento e com com-
ponente apenas na direcio x. Assim, em ter-

mos de componentes, escrevemos a segunda B

lei de Newton como:

horizontal
Figura 8.19
ma,=N—p, =N —pcosf=N —mgcosd -
max=px_F;t=mgsene_F;t .
Como nio existe movimento na dire¢io y, obtemos da primeira equacio:
N =mgcos6 8.60

Levando-se em conta que a forca de atrito pode ser expressa como F = N, e substituindo-se essa

expressao bem como a expressio 8.60 em 8.59, obtemos:
m-a, =mgsend—p(mgcos0) 861
e, portanto, nesse caso, a aceleracio é dada por:

a, =g(senb —pcos0) 8.62
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Levando-se em conta os dados do problema, ou seja, 0 = 37% g = 10 m/s? e p = 0,3, obtemos:

a, =(10 m/s*)(0,60-(0,3)-0,80)=3,6 m/s’

Observe que, se nio tivéssemos o atrito (nesse caso, L = 0 na equac¢io 8.62), a aceleragio seria

a, =(10 m/s*)(0,60—(0)-0,80)=6 m/s’

b. Com que velocidade o bloco atinge o ponto B se AB = 2 m?
O movimento do bloco plano abaixo ¢ uniformemente acelerado (a = 3,6 m/s*).Adotando-se o ins-
tante inicial ( = 0) quando o bloco inicia o seu movimento, as condi¢des iniciais sio: v ; = 0 e x, = 0).

Assim, as equagdes horarias do espaco e da velocidade (adotando a origem do eixo Ox no ponto A),

x()=(1/2)(3,6)7* =(1,8)7
v, (0)=(3.6):

8.63

O bloco atinge o ponto B distante 2 m da origem (o ponto B) quando a coordenada x do movel
for igual a esse valor. Esse instante 7,, que € o instante em que o bloco chega ao ponto B, ¢ dado, de

acordo com 8.63, pela raiz positiva da expressio quadratica:

x(t,)=2m=(L8)1," =1, = f% s

Nesse instante de tempo, a velocidade do bloco sera:

v (1,)=3,61,=3,6 /% =3,8 m/s
‘E Agora € sua vez...

Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem e

00000

realize a(s) atividade(s) proposta(s).
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