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16.1 Introducao

Uma das grandes realizacdes de Newton foi ter conseguido deduzir as Leis de Kepler,
especialmente aquela que estabelece as cOnicas como Orbitas possiveis, a partir da sua teoria
dinamica e da ideia de que a for¢a gravitacional varia com o inverso do quadrado da distancia
entre os objetos que interagem entre si.

Na parte final deste texto abordaremos as leis de Kepler, as quais se aplicam as forcas atrativas

que derivam da energia potencial dada pela expressio geral:
U(r)=-—= 16.1

Um caso particular da expressio 16.1 ¢ aquele de objetos de massa m (como cometas e
planetas) gravitando em torno de uma estrela de massa M, como o Sol. O mesmo se aplica a
luas girando em torno de planetas. Nesse caso, de acordo com a Teoria da Gravitagdo Universal,
a energia potencial de um desses objetos é dada por:

GMm
U(r)=- 16.2

r

Neste texto, deduziremos alguns resultados gerais para forcas centrais (como € o caso da
forca gravitacional que resulta de uma distribui¢io esférica de massa) e discutiremos aplica¢cdes
para forcas que dependem do inverso do quadrado da distancia. Exceto pelas leis de Kepler,

todos os resultados aqui deduzidos valem para forcas centrais de uma maneira geral.

16.2 Forcas Centrais

A for¢a gravitacional exercida por um objeto cuja massa é distribuida de uma forma esfe-
ricamente simétrica faz parte de um seleto grupo de forcas conhecidas genericamente como

forcas centrais.
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Adotando-se um sistema de coordenadas tal que a origem esteja no centro de um
objeto de grande massa, como o Sol, for¢as centrais sio aquelas que, utilizando
coordenadas esféricas, podem ser escritas sob a forma:

F(r)= F(r)£ 163

L 4

Figura 16.1: a forca agindo sobre o objeto de massa “m"”
é uma forca central.

onde F(r) é a componente radial da for¢a, e r é a distancia do corpo que experi-
menta tal for¢a até o centro onde se localiza o objeto que da origem a tal forca.
Forcas centrais apontam sempre para um centro, aqui localizado na origem.
O centro de forgas gravitacionais para objetos se movendo proximo do Sol é um
ponto no centro do Sol. O centro de forcas de objetos sob a influéncia gravitacional
da Terra se localiza no centro da Terra. Essa regra é geral. Ou seja, o centro de
forcas de objetos, cujas distribui¢des de massas tenham simetria estérica, é o centro
geométrico dessa distribui¢io esférica.

A interacdo gravitacional da lugar a uma grandeza conservada ao longo do movimento.

Como visto antes, tal grandeza ¢ a energia mecanica, a qual é dada por:

E=%I72+U 16.4

A forga, por outro lado, se relaciona de uma forma simples com a energia potencial.

Tal relacdo é:

dU(r)
T

F(r)= 16.5
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Uma caracteristica importante das forgas centrais é que particulas sob a acio dessas forgas
exibem outra grandeza conservada ao longo do movimento. Tal grandeza ¢ 0 momento angu-

lar. De fato, da defini¢io de momento angular segue que sua taxa de varia¢io se anula:

P d(FxB -
éz—(”(p)z_;x v r =0 166
dt dt or r
O que nos leva a concluir que o momento angular ¢ constante:
I-L o

onde L, ¢ um vetor constante.
O fato do momento angular ser conservado acarreta duas consequéncias desse. A primeira
A - , . 7 e . -
consequéncia ¢ que o movimento se da inteiramente num plano. Pode-se deduzir esse
fato considerando-se produto escalar do vetor posicio pelo vetor

/
momento angular. Tal produto é nulo. Escrevemos:

7oL, =0 168
i A equacio 16.8 é a equagio de um plano que passa, necessariamente,
pela origem do centro de for¢a (uma vez que a origem pertence ao
\% = .
plano) e tendo o vetor L, como um vetor perpendicular a ele.
Figura 16.2: O movimento se dé num A . , X .
plano passando pela origem. A segunda consequencia sera anahsada posterlormente.

16.3 Dinamica do movimento

Tendo em vista que o movimento se da num plano, podemos fazer uso das coordenadas polares

para descrevé-lo. Utilizamos nesse caso, a base de versores ja definida. Eles sio denotados por:

e € e 16.9
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4 Primeiramente, recordamos que em coordenadas polares, a
P velocidade se escreve sob a forma:
| - dr dr. d
- VE—:— L+ (pe(P 16.10
r i de dt ' dt
I
e e 1
? ” ® ! Consequentemente, o vetor momento angular se escreve
|
} , COMO:
X
i .3: . T 7 2 do -
Figura 16.3: Coordenadas polares L=1T k =mr (P k 16.11

Indicando, como ja previsto, que ele é um vetor perpendicular ao plano da 6rbita.
Consideremos agora as componentes polares da for¢a, as quais sio definidas como produtos

escalares da forca pelos versores ja referidos (as projecdes). Essas componentes sio dadas por:

F =F-¢
16.12
F, = F-é é,
Lembramos que a equag¢io de Newton se escreve, em coordenas polares, como:
. =5, 16.13
ma, =F,
Para uma forca central, temos que:
F(r)=F(r)e, 16.14

E, portanto, a componente tangencial da forca se anula. Desse fato resulta que para forcas

centrais, as componentes das equag:f)es de Newton se escrevem como:

j,—?—r(d“’j ~F ()

2
Zﬂ@+rd—;p =0
dt dt  dt

16.15
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Multiplicando a altima equacdo por r vemos que ela pode ser escrita como:

d d
E{rzjip}:O 16.16

Essa equagio implica que a grandeza fisica definida como

d
L=m?22 16.17
dt
€ uma constante no tempo, isto &,
do(t
L. =mr’ () o(1) =1L, 16.18
dt

De 16.18 podemos concluir que a segunda equa¢io indica que o momento angular é
conservado.Veremos que a conserva¢io do momento angular implica na lei das areas, uma das
leis de Kepler do movimento planetario.

E, portanto, no caso de uma forg¢a central, as equacgdes se simplificam, pois elas se reduzem a

uma lei de conserva¢io do momento angular e uma equagio da forma:

2 2
d’r r(d—q’j :Fr(r) 16.19

ar \dt

16.4 Conservacao do Momento Angular

As leis de conservacio da energia e do momento angular desempenham um papel muito
importante no estudo do movimento de particulas quando estas se movem sob a acdo de uma
forca central.

Consideremos primeiramente a conservacio do momento angular. A segunda equac¢io de
movimento expressa, na realidade, a conserva¢io da componente z do momento angular, isto é:

a’(p(t)
L =mr(t)—< =1L 16.20
z ( ) dt 0
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Isso tem uma consequéncia dinamica, uma vez que a diferencial da variavel ¢ é tal que

L
do=—"2dt 16.21
mr

E, como consequéncia, uma vez conhecida a distancia até o centro de for¢as como func¢io

do tempo, podemos determinar o angulo como funcio do tempo através da integral:

Lo 1
0 —o(t)) == | ———dt'
o) —o(z,) m{rz(t') 16.22

A outra consequéncia do fato de que o momento angular se conserva tem a ver com a

Lei das Areas.

Pode-se ver, da Figura 16.4, que um elemento
infinitesimal da area varrida pelo vetor posi¢io é dada
pela area do triangulo da Figura 16.4, cujos lados
sio rdf e r.

O valor dessa area infinitesimal é dado por:
1 1,
dA:Er(rd(p):Er do 16.23

A taxa com que essa area muda com o tempo sera,

portanto:
, dA 1 ,do
Figura 16.4: Area varrida pelo vetor posigao. —_—=—r — 16.24
dt 2 dt
De 16.24 segue, portanto,que
d4 L
Planeta — = 16.25
‘ dt  2m

d

Donde se infere que para intervalos
de tempos iguais, o raio vetor de po-

_ , sicdo varre areas iguais. Na realidade,
Figura 16.5: Lei das é&reas.
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de 16.25 concluimos mais geralmente que a taxa com que o raio vetor de posi¢ao varre areas
¢ constante com o tempo. A segunda lei é apenas uma das consequéncias da expressio 16.25,a

qual resulta da conservacio do momento angular da particula.

D

A lei das areas se aplica a qualquer for¢a central.

16.5 Energias positivas, negativas e nulas

A energia de uma particula, sujeita a uma forca central, pode assumir valores positivos,
negativos ou ela pode ser nula. Consideremos, por exemplo, o lancamento de um projétil de
massa m contra o campo gravitacional da Terra. A energia mecanica da massa (particula) é:

1 2 (GMTerra )m

E=—mv" -
2 r

No caso em que a energia for positiva, escrevemos:
E>0 16.26

Para energia positivas, 0 movimento de um objeto nio € restrito a uma regiio finita no
espaco. Note-se que se tomarmos na expressio 16.4 r = o, e levando em conta o potencial
dado por 16.2, nio chegamos a qualquer inconsisténcia. Nesse caso, o valor de energia no

infinito é aquele dado pelo valor da sua

ponto A do langamento

velocidade
elevada do

ver muito longe. A consequéncia disso é Spcomenio

energia cinética quando a particula esti-

que uma particula com energia positiva

tem uma Orbita hiperbolica. Nesse caso |RES_—_ velocidade
X L. . ; baixa do
haveria um ponto de maxima aproxi- Il U langamento

macio do centro de forcas. Seria um

ponto de retorno ao longo da trajetdria.

Figura 16.6: Quando a energia mecanica for positiva, a trajetéria serd um
ramo de hipérbole
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No caso em que a energia for nula.
E=0 16.27

O movimento da particula ndo ¢, igualmente, restrito a uma regido finita do espaco. Isto é,
ela pode atingir pontos a grandes distancias do corpo que promove a atra¢do gravitacional.

Esse caso difere do anterior pelo fato de que ao tomarmos » — o, obtemos que
E=—MV_"=0 16.28

Ou seja, no infinito a particula estd em repouso. O caso de energia zero tem esse significado
fisico. A saber, quando a particula estd muito longe do centro da for¢a gravitacional, ela se
encontra em repouso.

A trajetéria da particula, no caso de energia nula, ¢ uma parabola.

ponto A do langamento

centro
da Terrq

Figura 16.7: Trajetéria parabdlica ocorre quando a energia
mecanica é nula.

O caso de energias negativas, isto €,

E<O0 16.29

tem um significado fisico bastante simples. Uma particula sujeita a um campo gravitacional, e

com energia negativa, nio pode atingir um ponto no infinito.
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De fato, de 16.4, e levando em conta o potencial dado por 16.2, vé-se que para r — o0 teriamos

uma inconsisténcia, uma vez que nesse limite terfamos

E=—v 16.30
2
o que para £ < 0 acarreta uma inconsisténcia. Portanto, atingir um ponto no infinito é impos-
sivel, independentemente do valor de v. Assim, energia negativa de uma particula significa que
o movimento da mesma ¢ restrito a uma certa regido do espago.
Para energias negativas terlamos dois tipos de trajetOrias: trajetorias circulares e traje-
torias elipticas. Essas Gltimas sio as trajetorias dos planetas em torno do Sol. As primeiras

correspondem a trajetorias de alguns satélites que circulam em torno da Terra.

ponto A do langamento

velocidade
baixa do
langaménto

. centro
da Terra

Srbita circular

Figura 16.8: Trajetodria eliptica, quando a energia
mecanica for negativa.

16.6 Velocidade de Escape

A conservacio da energia favorece enormemente a analise dos movimentos quando o corpo
se encontra sob a acdo da forca gravitacional.

Ao atirarmos alguns objetos para cima (na dire¢io vertical), verificamos que ele atinge uma
altura maxima (h__) na qual ele para instantaneamente e depois volta. Se o objeto for atirado

de uma altura / a partir da superficie terrestre com velocidade v, (na direcio vertical) entdo sua

energia no instante em que ele ¢ atirado é dada por:

> GmM

P — 16.31
R+h

Ezﬂv
2
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No ponto no qual ele atinge a altura maxima (4__),sua energia cinética sera nula pois nesse ponto
max

0 objeto estard instantaneamente em repouso. Nessas circunstancias, podemos escrever a energia:

3 GmM
R+h_,

16.32

Assim,no ponto no qual ele atinge a altura maxima, toda sua energia mecanica esta sob a forma

de energia potencial. Como a energia se conserva podemos escrever a seguinte igualdade:

1 » GmM  GmM

E=—mv, - =- 16.33
27" R+h  R+h,
De 16.33 concluimos que a altura maxima sera obtida a partir da expressio:
R+h ,(R+h
R+h,,, 2GM

Da expressio acima notamos que, 3 medida que v, for cada vez maior, tanto maior serd a
altura maxima atingida. O que, afinal, & um resultado bastante conhecido na pratica. Podemos
assim imaginar que para uma dada velocidade o objeto nunca mais retornara a terra.

A velocidade de escape ¢é a velocidade minima necessaria para que o objeto va para o
infinito e sem qualquer chance de retorno. Isto &, objeto escapa para nio mais voltar.

A condi¢io de estar no infinito é equivalente a tomar o limite:

h —oo 16.35

max

Dessa forma obtemos que a velocidade de escape para um objeto a uma altura 4 acima da

superficie da Terra é dada por:

L _ [26M 1
, = —(R+h) 6.36

Para um objeto sobre a superficie a velocidade de escape é:

/2GM
R
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16.7 Orbitas

O problema das 6rbitas num campo de forgas gravitacionais pode ser resolvido a partir da
conservacio da energia e da conservacio do momento angular. A conserva¢io da energia implica

que, a0 longo do movimento, utilizando as coordenadas polares, temos a seguinte identidade:

2 2
E=Z (@j +7° (d—q)) _mMG 16.38
2(\dt dt r

Utilizando agora a conserva¢io do momento angular, a energia se escreve agora como fungio

apenas da derivada de » com respeito ao tempo e da propria variavel 7. Obtemos explicitamente:

16.39

2

dt

2 2
p_m (dr) N Ly | mMG

2.2
mr r

Podemos agora interpretar a igualdade acima como uma equacio diferencial para a variavel r.
A solugio dessa equacio diferencial nos levard a uma das curvas conhecidas como conicas, ou
seccdes conicas. O tipo de conica dependerd da energia da particula. A orbita em qualquer caso
dependera dos valores da energia e do momento angular.

Levando-se em conta que a energia mecanica e o momento angular sio conservados,

pOdeOS escrever:

2 2
E=" ij +LLLZ+U(;’) 16.40
2\ dt 2mr

Outra forma de investigar a solug¢do para as Orbitas é por meio da conservagio da energia.

De fato, de 16.40 segue que a energia.

dr = i\/zdt
L 2 1 m 16.41

E-2 ~ y
2m r2 (r)
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Utilizando a rela¢io dada em 16.20, temos que:

1
)
i =+ Lid
\/ IER) o 16.42

Lo
2mr

Fazendo agora outra mudanca de variaveis, ou seja, definindo a variavel u = 1/r e integrando

membro a membro a expressio acima, obtemos a solucdo para Orbita a partir de uma integral

que é facil de efetuar em alguns casos, como no caso da for¢a gravitacional. Tal integral é:

f du
P ,{ 2m(E—U(u)) , i
L—Oz_u

Esta ¢ a solugdo para a orbita considerando uma forga central a mais geral possivel.

16.8 As Leis de Kepler

No caso de uma for¢a central da forma 16.1, a integral 16.43 se reduz a expressio:

0=0 - j’- du
S mE 2mk 16.44
o St ——u—u
L, L,
onde k, no caso da forca gravitacional, ¢ dado por:
k=GmM 16.45

A integral acima se reduz a uma integral que pode ser encontrada em tabelas de integrais,

ou efetuando manipulacdes simples. Essa integral é da forma:

d

x
+bx +c

b+ 2axj
16.46

R
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Onde, no caso especifico de uma forga atrativa, temos:

2 2
A=b*—4dac= 2m2k 1+ 2EL§ 16.47
L mk

0

Assim, a solucido para a Orbita é: ,
Lyu 1

mk
16.48

2EL)}
+ - YV
mk?

@ = (¢, —arccos
1

A qual, escrita em termos da variavel 7, assume a forma da equacio descrevendo uma conica

1 mk / 2EL
~=T 1+, 1+ mkg cos(p—q,) 16.49

Donde inferimos que a excentricidade depende de uma forma simples do sinal da energia

Isto é:

2E L)}
e= |1+ 0 16.50
mk
Para energias negativas, mas, tais que
2
mk
Ex—— 16.51
2L,

a Orbita serd uma elipse.Vé-se que de 16.49 obtemos nesse caso a segunda lei de Kepler.

Vemos de 16.49 e de 16.50 que o semi-eixo maior definido como:

o+ LO2 1 1
a= I I 16.52
2 mk\l+e 1-¢
S€ eSCreve Comao.:
2
a(l—sz)zL—O 1653
mk
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Portanto, tendo em vista que a excentricidade ¢ expressa em termos da energia da particula
de acordo com a expressio 16.50,vemos que o semi-eixo maior é, essencialmente, uma funcio

da energia. Ele decresce com a energia de acordo com a expressio:

k

-—— 16.54
2F

a=
Tendo em vista a expressao para o semi-eixo menor em fun¢io do semi-eixo menor, temos que:

bza% L—°2
mk

16.55
Lembrando que a area de uma elipse em termos do eixo maior e do eixo menor é dada por:

A=mab 16.56

E utilizando a lei das areas, obtemos a relagio:

nab = L, T 16.57
2m

Donde obtemos, a partir de 16.56, a terceira lei de Kepler:

2
T? = ((2;%4” 16.58

Para energias positivas, a orbita é uma hipérbole. O ponto de maxima aproximacio é aquele

que satisfaz a equagio:

E=—2——— 16.59

Quando a energia é nula, a trajetoria é uma parabola, e 2 maxima aproximacio da particula

¢ dada pela expressio acima, tomando-se a energia igual a zero. Tem-se nesse caso que:

— LO2

1y = 16.60
2mk
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Circulo Elipse Parabola Hipérbole

O O VvV <

7\

Figura 16.9: As vérias conicas.

16.9 A velocidade radial: Afélio e Perihélio

De acordo com a expressio 16.40, a velocidade radial de um corpo celeste orbitando em

torno do Sol é dada por:

2

2
ﬂ:i\/g{E_LLLJFGmMJ 16.61
2mr r

Assim, a partir da expressio 16.61 podemos concluir que a velocidade radial de um corpo
celeste, como um planeta, aumenta (caso associado ao sinal positivo da expressio 16.61) quando
este se aproxima do Sol (associados a valores de 7 cada vez menores). O ponto de maxima
aproximacio (o perihélio) é marcado por uma inflexdo no sinal da velocidade. A velocidade

radial se anula nesse ponto. Ou seja:

dr
—=0 16.62
dt

Dai resultando que o perihélio, 7 , que é o ponto de maxima aproximacio, ¢ dado por:

0

L’ 1  GmM
2mr2+ r =0 16.63
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quando tomamos a raiz de menor valor dessa equacgio de segundo grau. Obtemos:

m’GM \ 1+¢ '

No entanto, a velocidade radial se reduz quando da aproximacio do ponto de maximo
afastamento (o afélio). Nessa fase, utilizamos o sinal (—) da expressio 16.61.

Ao atingir o ponto de maximo afastamento, 7, a velocidade radial se anula. Assim,esse valor
da distancia até o Sol pode ser determinado a partir da equagio 16.63, tomando agora a raiz de

maior valor dessa equacio de segundo grau. Obtemos assim:

N LO2 1
rE—r—| — 16.65
mGM\1-¢

Como regra geral, o mesmo se aplica a qualquer for¢a central. A velocidade radial aumenta
em certos intervalos de tempo e diminuem em outros. Nos pontos de retorno, nos quais
a velocidade radial se inverte, o moével tem uma velocidade radial nula e isso nos permite

determina-los por meio de uma equacio aniloga a 16.63.

16.10 O Efeito do Momento Angular:
0 Potencial Efetivo

Se a forga gravitacional é sempre atrativa, porque os planetas nio caem em dire¢io ao Sol?

A resposta a essa pergunta tem a ver com o momento angular de um objeto, como um
cometa ou um planeta, ou ainda os meteoritos quando sujeitos a acio do Sol. Para entendermos
isso, consideremos os dois tltimos termos de 16.40 a qual nos da a energia de um planeta de
massa m sob a acio do potencial gravitacional produzido pelo Sol (admitido como tendo massa M).

Estes termos definem o potencial dito efetivo o qual se escreve como:

L1 Gmu

= > 16.66
2mr r

Uef(r)
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O primeiro termo do potencial efetivo (16.66) estd associado ao momento angular do
objeto que se encontra sob o efeito da gravitacdo provocada pela sua interagdo com o Sol.

O grafico desse potencial, dito efetivo, é apresentado a seguir (Grafico 16.1).

x 103

U, (Nm/kg)

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U.A. (unidade astrondmica)

Grafico 16.1: A energia Potencial efetiva de um planeta depende da distancia até
o centro de forcas. Ela é a soma (representada pela cor azul) da energia potencial
gravitacional (cor verde) mais o potencial centrifugo (cor vermelha)

Observando o Griafico de cor vermelha em 16.1, percebemos que o efeito do momento
angular é gerar um potencial repulsivo, nio permitindo assim que um corpo celeste se aproxime
e colida com o Sol. Ele s6 pode chegar até uma distancia minima conhecida como periélio.

Se, por outro lado o momento angular for nulo, teriamos apenas o efeito da for¢a gravita-
cional (em verde no Grafico 16.1). Nesse caso ela cai em direcdo ao centro de forcas. No caso
dos planetas isso equivale a cair em dire¢io ao Sol. Ou seja, objetos nio dotados de momento

angular ndo orbitam. Caem, simplesmente.

‘E Agora € sua vez...

Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem e
realize a(s) atividade(s) proposta(s).
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