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8.1 Trigonometria nos Primordios

Por alguma razio, o nimero 60 tinha um apelo mistico para os babilonios. Como resultado,
cerca de 2.000 anos antes da era cristd, ja propunham um sistema de numeracio cuja base era
esse numero. Tal sistema tornou-se conhecido como sexagesimal, uma vez que a base escolhida
por eles era o namero 60, ou seja, nesse sistema qualquer nimero poderia ser expresso como
poténcias de 60 multiplicadas por constantes adequadas. Os Babilonios propuseram a divisio
da circunferéncia de um circulo em 360 partes iguais, dai resultando a unidade de medida de
angulo conhecida como grau.

Hiparco (Circa 140 a.C.) recebe o crédito por ter iniciado a trigonometria, ou melhor, ele
introduziu, de forma indireta, o conceito de seno de um angulo. Hiparco era pesquisador no
museu de Alexandria, a primeira instituicdo cientifica financiada pelo poder publico.
Transformou-se num dos maiores astronomos da Antiguidade. Sua principal contribui¢io a
matematica teve uma influéncia da matematica dos babilonios. Credita-se a ele a introducio,
nos meios cientificos relevantes na época, da medida de angulo proposta pelos babilonios.

Introduziu a funcio seno utilizando o nimero 60.

Considerando-se dois pontos (P, Pz), ambos localizados R Crd(a)
sobre uma circunferéncia, é possivel construir um segmento 22
a/2

de reta entre esses dois pontos (vide Figura 8.1). Hiparco de-
finia corda (Crd) como o comprimento desse segmento. Para
medi-lo, Hiparco introduzia uma unidade de comprimento que
. . . N . R . Crd(a)= 2Rsen(a/2)
dependia do raio da circunferéncia. Para isso, dividia o raio da
. A . . Figura 8.1: Definicdo de Corda

circunferéncia em 60 partes iguais. associada a um angulo. / Fonte: Cepa

Se tracarmos duas semirretas a partir da origem, passando pelos dois pontos, P, e P,, pode-
mos agora introduzir o angulo @ medindo a inclinag¢io dessas semirretas. Claramente, a corda

depende desse angulo. Temos assim:
Crd =Crd(a) 8.1

A corda pode ser, nesse contexto, entendida como fun¢io do angulo a.
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Adotando-se a unidade de medida proposta por Hiparco, a fun¢io seno, como ¢ definida nos

dias de hoje, se relaciona com a fun¢io comprimento de acordo com a expressio:

Crd(a Crd
sen£=—( ) —> sen ﬁ =—7’ (a) 8.2
2 2R 120
Se escrevermos a corda como sendo dada por
Crd(a)=2I £l

e utilizando o valor do raio sem especificar a unidade de medida, a funcio seno, definida a partir

sen (ﬁj L 8.4
2 R

A rigor, Hiparco nio estava introduzindo a funcio seno. Ele definia o que denominamos seno

da funcio corda, é dada por:

de um angulo.Tal defini¢cio é aniloga aquela obtida a partir das relacdes métricas de angulos agudos.
Hiparco gerou uma tabela de cordas. Essa tabela é muito semelhante a uma tabela dos senos,
desde que nos atenhamos a angulos menores do que 180°. A fim de determinar a posicio dos
corpos celestes, Hiparco teve a ideia de fazer a interpolacio para gerar algo como a “funcio corda”.
Ptolomeu publicou, em sua obra O Almagesto, uma tabela de cordas para angulos variando

dentro de intervalos de 0,5°.

8.2 Relacoes Trigonometricas
num Triangulo Retangulo

Um triangulo retangulo é uma figura plana de trés

lados formados por segmentos de reta de tal forma que of [b

o angulo entre dois lados ¢ igual a 90° (dois sdo seg- 4

b

mentos perpendiculares entre si).

Figura 8.2: Lados e vértices do triangulo retangulo. /
Fonte: Cepa
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Para cada um dos angulos cujos valores nio excedem 90° (ou seja, n/2 rad), podemos definir
o valor do seu seno, cosseno, sua tangente, cotangente, secante e cossecante a partir de relagdes
simples entre os lados de um triangulo retangulo.

Consideremos um triangulo retangulo cujos lados serao demgnados pora, b e c. Os angulos
opostos a esses lados serdo designados, respectivamente, por A, BeC. Pressupomos que o
lado ¢ seja a hipotenusa do triangulo retangulo. O angulo oposto a ela designado por C tem,
portanto, 90°. A hipotenusa é, por defini¢io, o maior lado do triangulo retangulo, e por isso é
facil reconhecé-lo visualmente.

Tendo em vista que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, obtemos a

seguinte relagdo entre os angulos AeB:

A+B+C=n = ﬁzg_é 85

No caso de um triangulo retangulo, vale o teorema de Pitigoras, ou seja, vale a relacio:

a+b? = 8.6
Considerando-se o angulo 4, por exemplo, o lado que é oposto
a ele tem o nome de cateto oposto (o lado a), enquanto o lado

cateto  adjacente a ele, e diferente da hipotenusa (o lado b), é denomina-

hipotenusa ¢ a
oposto

do cateto adjacente a esse angulo. Observe que, considerando-se

agora o angulo B, o lado b é o seu cateto oposto enquanto o lado a

¢ o seu cateto adjacente.
b
cateto
adjacente

A partir da notagio acima, podemos definir o seno de um angulo

qualquer do triangulo retangulo como sendo dado pela relacio do
Figura 8.3: Lados de um triangulo

retangulo. / Fonte: Cepa seu cateto oposto dividido pela hipotenusa:
cateto hipotenusa
oposto
cateto oposto
0 senf = —— 8.7
cateto hipotenusa
adjacente

Figura 8.4: Seno de um angulo do
triangulo retangulo. / Fonte: Cepa
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Da defini¢io acima obtemos:

send=2  senB = b 1 8.8
c

A T c
— senC = sen—=—=
c 2 ¢

Defini¢io aniloga se aplica ao valor do cosseno dos angulos 4 e B do triangulo retangulo,

ou seja:
cateto hipotenusa
oposto .
cateto adjacente
0 cosb = - 8.9
cateto hipotenusa
adjacente

Figura 8.5: Cosseno de um angulo do
triangulo retangulo. / Fonte: Cepa

A definicio acima nio se aplica ao lado C, uma vez que ele tem dois catetos adjacentes.
Assim, o valor do cosseno do angulo 6 = /2 serd determinado de outra forma. Para os lados 4

e B, temos, de acordo com a defini¢io 8.9:

< a
cosB = 8.10

~ b
cosA=— —
c c

00000
Exercicio resolvido
A partir do triangulo retaingulo ABC e do quadrado de lado a da figura a seguir, preencha as lacunas

da tabela 1:

B
b | |6 B[4
2 seno
0 Cosseno
A \/3 C a

—Resolug¢io:
Pelo teorema de Pitigoras, pode-se calcular a hipotenusa de cada triangulo e, em seguida, os valores

que preenchem a tabela:
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B
45°
LS
2 p | av2 a
45
N 0 c 45°
V3 a
2 2 2 2
hz:(\/g) Nt h"=a +a
5 W =2a’
h”=3+1 N
h=av?2 ou(—a+v2:ndo convém
7’ =4 ou (—+/4 :ndo convém) ( )
h=2
Portanto, para o triangulo ABC, temos:
tet t 1 tet t 3
send — ca.e ooposto _ 1 senf = ca.e 0 Oposto :£
hipotenusa 2 hipotenusa 2
cateto adjacente V3 cateto adjacente 1
OS@=+:— e cosB:'—:_
hipotenusa 2 hipotenusa 2

E para o triangulo retangulo isosceles, formado pelos lados e pela diagonal do quadrado, tem-se que:

a a 1 2 2

sen45° =cos45° = = = .

hipotenusa  a~/2 NN

Preenchendo os dados na tabela 1:

1

2 2 2
Cosseno ﬁ l £

2 2 2

sen 0 = cos P, pois 6 e B sio angulos complementares, ou seja, 6 + B = 90°.

00000

8.2.1 Propriedades dos Cossenos e Senos

Uma propriedade notavel do cosseno e seno de um angulo qualquer ¢ facilmente derivado a partir
do teorema de Pitigoras. De fato, se tomarmos para os valores do seno e do cosseno do angulo 4 as

expressOes 8.8 e 8.10, e, em seguida, somarmos os valores dos seus respectivos quadrados, obteremos:
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2 2 2 >

A ~ a b a +b

sen2A+cos2A=(—) + (—) =2 77 8.11
¢ ¢

Utilizando o teorema de Pitigoras (8.6), resulta de 8.11 que, para qualquer angulo, vale a relagio:

sen’0+cos’0 =1 ol

De 8.8 e 8.12 obtemos:

T
cos—=0 i
2

Tendo em vista a relagio 8.5 entre os angulos 4 e B do triangulo retangulo, e a partir das

defini¢des 8.7 e 8.9, concluimos que:

senzzlzﬁzcosé:cos[ﬁ—zzlj 8.14
c 2

Assim, para um angulo qualquer, valem as rela¢des:

sen6 = cos [E - Oj
2

cos0 = sen(E - 6]
2

Sendo 0, e 0, dois valores arbitrarios da variavel 0, valem as seguintes rela¢des com referéncia

8.15

a0 seno e ao cosseno da soma:

sen (6, +6,)=senb, cosO, +senh, cosH, -

cos (6, +6,) = cos6, cosB, —senh,send,

Essas duas tltimas propriedades serdo enunciadas sem, no entanto, apresentar uma demonstragio.
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8.2.2 Qutras Relacoes Simples
A partir da defini¢cio dos catetos opostos e adjacentes relativos a cada angulo, podemos definir

outros valores associados a angulos. Assim, definimos as tangentes dos angulos 4 e B, aqui

representados genericamente como angulos 0, como o seguinte quociente entre catetos:

cateto hipotenusa
oposto

cateto oposto
0 tgh = - 8.17
cateto adjacente

cateto
adjacente

Figura 8.6: Tangente de um angulo
do tridangulo retangulo. / Fonte: Cepa

Temos assim que, no triangulo retangulo, definimos as tangentes dos angulos 4 e B, em

termos dos catetos, como:

tgﬁzﬁ tgézé 8.18
b a

Definimos a cotangente do angulo como o inverso da fun¢io tangente:

cateto hipotenusa
oposto

1  cateto adjacente
0 cotgh=—= 8.19
tgd  cateto oposto

cateto
adjacente

Figura 8.7: Cotangente de um angulo
do triangulo retangulo. / Fonte: Cepa

Temos assim que as cotangentes dos angulos 4 e B sio dadas, em termos dos catetos a e b, por:

~ b A~ a
cotgd =— cotgB =— ol
a

S

FUNGOES TRIGONOMETRICASS



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp

Definimos ainda o valor da secante de um angulo como o inverso da fun¢io cosseno. Temos, pois,

1 8.21
cos0

secO =

o que implica a seguinte definicdo em termos dos catetos e hipotenusa:

cateto hipotenusa
oposto .
hipotenusa
0 secO = - 8.22
cateto adjacente
cateto
adjacente

Figura 8.8: Secante de um angulo do
triangulo retangulo. / Fonte: Cepa

Assim, os angulos 4 e B assumem os seguintes valores da secante:

~C . c
secd = 5 secB=— 8.23

a

a0 passo que definimos a funcio cossecante como o inverso da fun¢io seno:

cateto hipotenusa
oposto N
hipotenusa
0 cossecO=—————— 8.24
cateto cateto oposto
adjacente

Figura 8.9: Cossecante de um angulo
do triangulo retangulo. / Fonte: Cepa

Consequentemente, os valores da cossecante dos angulos 4 e B sio dados por:

~ C A C
cossec 4 =— cossec B = 5 8.25

a

Conclui-se que, num triangulo retangulo, podemos definir diferentes valores associados a

angulos, valores esses que envolvem quocientes entre catetos e/ou hipotenusa.
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8.2.3 Lei dos Senos e dos Cossenos

A partir de 8.7 podemos verificar facilmente a lei dos senos.

B a b c

—= —= —=2r 8.26
send senB senC

Figura 8.10: Lei dos Senos. /
Fonte: Cepa

b

Lei dos Cossenos

x=c-cos4 > [, 5, ~
a =b"+c"—2bc-cos A4
2 2 2
X +h" =c > (2) .
b* =a® +c¢* —2ac-cosB 8.27

(b—x)2+h2:a2:>|b2—2bx+x2+h2=a2|—> G2 — g2 b —2ab-cosC

Substituindo (1) e (2) em (3) temos

b? —2bc-cosA+c* =a’ =la> =b* +c* —2bc-cos A

Figura 8.11: Lei dos Cossenos. / Fonte: Cepa

8.3 Coordenadas Cartesianas no Plano

A melhor forma de introduzir as func¢des trigonométricas é fazer uso de um sistema de

coordenadas cartesiano no plano.
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Um sistema cartesiano ¢ baseado na escolha de um ponto de referéncia, ao qual damos o
nome de ponto de origem (ou simplesmente 0) do sistema de referéncia, e em dois eixos orto-
gonais entre si passando por esse ponto. Em seguida, orientamos esses eixos. Tais eixos sio de-
signados por x (o eixo horizontal) e y (o eixo vertical).

Um ponto P no plano tem sua posicio caracterizada pelas suas coordenadas cartesianas (x, y).
Elas sio determinadas da seguinte forma: tracamos, a partir de P, duas retas paralelas aos eixos,
as quais indicamos por retas tracejadas, até elas encontrarem os eixos Ox e Oy, respectivamente.
Esses pontos de encontro das retas tracejadas com os eixos definem as coordenadas cartesianas da
posicio do corpo. Convencionou-se que o valor da coordenada x do ponto P sera igual a dis-
tancia desse ponto de encontro até a origem se P estiver no sentido da flecha a partir da origem.
Caso contrario, o valor da coordenada ¢ igual a distancia precedida
de um sinal menos, isto €, as coordenadas terdo valores negativos

quando o ponto P estiver no sentido oposto ao da flecha a partir da

origem. A mesma regra se aplica para a coordenada y.
Observe que, exceto pelo sinal, as coordenadas sio definidas

. N . Figura 8.12: llustracdo das Coordenadas
COmMOo projecoes dO pOl’ltO P SObI‘C OS €1X0sS. cartesianas no plano. / Fonte: Cepa

8.4 Funcoes Trigonomeétricas

A partir da defini¢io do seno de um angulo como associado a corda, nio faz sentido falar
em valores negativos para senos € cossenos.

A funcido seno ¢ definida a partir da analise das propriedades de pontos localizados sobre
um circulo. Nio difere assim da ideia original de Hiparco. No entanto, agora, consideramos um

sistema de coordenadas no centro do circulo.
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Figura 8.13: Sistema de coordenadas no centro do circulo de raio unitario. / Fonte: Cepa

Consideremos a Figura 8.13. Cada ponto P sobre a circunferéncia, por outro lado, pode ser
caracterizado pelo valor assumido pelo angulo 0.

Podemos agora associar a qualquer ponto P sobre o circulo unitario o valor de uma das
coordenadas. Considerando que podemos ter duas coordenadas, que no caso das fun¢des sio

designadas por abscissas e ordenadas, podemos definir duas func¢des a partir das associagoes:

{P € circ} - {x € R}
{Pecirc} - {y eR}

8.28

Tendo em vista que cada ponto pode ser caracterizado pela variavel angular 6, tais funcdes
associam a cada valor de 6 um valor bem definido da abscissa correspondente (no primeiro
caso) ou um valor bem definido da ordenada associada ao angulo (no segundo caso).

Ou seja, a cada valor do angulo 0 caracterizando um ponto sobre a circunferéncia associa-

mos sua abscissa ou, no segundo caso, a sua ordenada.

{OER} —>{xeR} 526
{6 € R} - { NS R}
A primeira associa¢io define a fun¢io cosseno:
£(8)=cos6 8.30
enquanto a segunda define a func¢do seno:
£(6)=send i
Um grafico tipico dessas fun¢des ¢ apresentado abaixo.
Ambeas as funcdes sio periddicas, de periodo 2w, isto é:
cos6 = cos(0+2m)
8.32

sen = sen (0 +2)
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Por definicio, as fun¢des seno e cosseno podem assumir valores positivos e negativos para
diferentes quadrantes. Elas variam entre os valores de —1 e 1. Para a fun¢io seno (ou cosseno)

pOdeOS €screver:

—1<senb <1
—-1<cosO<1

8.33

Lembramos que os valores das func¢des trigonométricas quando definidas a partir das rela-
¢des métricas do triangulo retangulo é limitada. Por essa razio, os valores das func¢des trigono-
métricas para angulos nio excedendo o valor 0 = m/2, sdo sempre positivas. No entanto, como
apontado anteriormente, as fungdes trigonomeétricas nos permitem calcular valores de angulos
excedendo 0 = m/2. Para analisarmos o sinal dos valores das fun¢des trigonométricas para an-
gulos quaisquer dividimos o circulo unitario em quatro regides denominadas quadrantes. Cada
quadrante corresponde assim a intervalos no circulo unitario diferindo de n/2.

Os sinais das fun¢des seno e cosseno em cada quadrante sio apresentados na Figura 8.14.
A partir desses sinais podemos inferir o sinal das demais func¢des. Assim, das duas primeiras

figuras segue que os sinais da tangente sio aqueles dados na altima parte da Figura 8.14.
Fungéo | Par ou lmpar | Periodo |_Sinais | Dominio_| Imagem_

1 impar

Send . (—a)=-sena 2 [R [-11]

- +
[R [-1.1]
- +
=1
impar Tt
Figura 8.14: Sinais das fungoes seno tga tg (—(1) =-tga T x#m/2+kn IR
+ -

-1 1 par

€SO o (—a) = cos a L

i v

e cosseno em cada quadrante. /
Fonte: Cepa

Grafico 8.1: Gréfico das fungdes seno e cosseno. / Fonte: Cepa

Figura 8.15: Circulo trigonométrico
com alguns valores das funcoes seno
e cosseno. / Fonte: Cepa
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Uma propriedade simples e notavel dessas funcdes € a de que, somando-se os valores de duas
delas quaisquer ao quadrado, obtém-se o valor 1, ou seja:
2 2 8.34
(senB) +(cos6) =1 '
As fungdes seno e cosseno sao fungdes impar e par, respectivamente, isto €:
senf = —sen (—0)
cosO = cos(—0)

sen (6, —0,) =send, cos B, —sendh, cos 6, -

cos(0, —6,) = cos, cos 6, +senbd,send,

As demais fun¢des relevantes podem ser definidas a partir das anteriores. Entio, definimos a

func¢io tangente como o quociente:

g0 = send 8.7

cos0

Definimos a func¢do cotangente como o inverso da func¢io tangente:

1  cos6
cotgh=——= 8.38
tgd sen®
Definimos ainda a funcio secante como o inverso da func¢io cosseno. Temos, pois:
1
secO = 639
cos0
enquanto definimos a fun¢io cossecante como o inverso da funcio seno:
1
cossecO = —— i

senf
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~ .. . E o
Essas fungoes sao 1gua1mente peri- }Sﬂé{r}m
6dicas de periodo 27 e obedecem aos tan
. . - TS sen sen
critérios de paridade das funcodes que
) Y..gA O C
lhes deram origem. N cos D exsec  'E
Os graficos das fungdes trigonomé- : C
. . 1 sec Figura 8.16: Geometria das
tricas sdo apresentados na figura abaixo. coss funcoes trigonométricas. /
B Fonte: Cepa
1,56 1,6 1,6
Lov= sin[x] ; y =cos[x] : y =tan[
0,5F 0,5} 0,5
1 2 3 4 5 6, 1 2 é 4 5 6 1 2 4 5
-0,5 -0,5 + -0,5 F
1 1t 1
1,5 15 1,5
4|\ y=cotlx] 4| y=Csclx] al y = Seclx]
2: 2 [ 2
T~ 3 % 6 T 2 3] 4 5 6 T 2 3 4 |5 ©

)
T
N
)

a4t 4t

Grafico 8.2: Gréficos tipicos de fungdes trigonométricas. / Fonte: Cepa

8.5 Funcoes Inversas

As funcdes trigonométricas anteriores sio inversiveis. Suas func¢des inversas sdo representadas

por meio do uso do prefixo arc. Definimos assim a func¢io arco seno

/(6) =arcsend 841

Analogamente, definimos as demais fun¢des inversas:

£(6)=arccos © 8.42
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1(6)=arctgb 8.43
1(6) =arccotgd 8.44
£(6)=arcsech 8.45

£(6)=arccossecd 8.46

Todas as fun¢des acima sdo tais que:

f ° f*l (e) =0 8.47

y =sin'x
1,6FY
1,0
0,5
X
0,5 1.0
y =tan’x
Yy
1,0pY
e 0,5
X X
2 1 0 1 2 5 10
-0,5
1,0
J— -1 g
y =8ec X y =cosec'x
Y y
4 0
) 0
X
N 70 5 5 70
4 2 2 4 0.2
0,4

Grafico 8.3: Gréafico das fungbes inversas. / Fonte: Cepa
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