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2.1 0 conceito de funcao

O conceito de func¢io evoluiu, de forma significativa, nos Gltimos trés séculos. Ele passou
por varias generalizacdes e ampliagdes. O termo “funcio” parece ter sido introduzido por
Leibniz, em 1694. Newton, por exemplo, utilizava a palavra “fluente” para designar algo que
varia 2 medida que o tempo passa. A posi¢io, a velocidade e a acelera¢io de um corpo seriam,
na linguagem de Newton, os fluentes importantes da mecanica.

Nas varias formulagdes empregamos o conceito de variavel, que Lejeune Dirichlet (1805-1859)
definia assim: uma variavel é um simbolo que representa um elemento qualquer de um determinado
conjunto de nimeros.

Johann Bernoulli considerava como func¢io qualquer expressio envolvendo uma s6 variavel
e algumas constantes. Para Euler, fun¢io seria uma féormula que envolvesse variaveis e constantes,
conceito esse difundido no ensino médio. A Euler devemos também a notacio f(x) para
designar uma fun¢io da variavel x. Joseph Fourier (1768-1830)
ampliou tal conceito para incorporar uma relagdo mais geral entre
as variaveis denominada “série”.

Bernoulli formulou um conceito de funcio centrado na ideia
de relacio entre conjuntos de nimeros. E uma definicio muito
ampla, que pode ser formulada da seguinte maneira: se duas va-

riaveis x e y estdo relacionadas de maneira que, sempre que se

atribui um valor a x, corresponde, mediante a aplicacio de uma
. . Figura 2.1: Leonhard Paul Euler
lei ou regra, um valor de y, entio se diz que y é uma fung¢io (1707 -1783), matematico suico.
de x. Também definia variaveis independentes e dependentes da
seguinte forma: a variavel x, a qual se atribuem valores, é chamada
variavel independente e a variavel y, cujos valores dependem dos
valores de x, é chamada variavel dependente.
Os valores possiveis que X pode assumir pertencem a um conjunto
denominado dominio da func¢io. Os valores assumidos por y per-

tencem a um conjunto numérico denominado contradominio de f.

Figura 2.2: Johann Bernoulli
(1667 - 1748), matematico suico.
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A teoria dos conjuntos permite-nos ampliar o conceito de funcio de
forma a abarcar relacdes entre conjuntos constituidos por elementos de
qualquer natureza, ou seja, os conjuntos acima referidos nio sio, neces-
sariamente, conjuntos de nimeros.

De acordo com essa definicio mais geral, se considerarmos dois conjuntos A
e B, uma fun¢io é uma rela¢io que associa a cada elemento x de 4 um tnico
elemento y de B. Esse elemento,

y =),

¢ chamado imagem de x.

Mais geralmente, no contexto da

f teoria dos conjuntos, o conjunto 4 ¢é

denominado dominio de f (indicado

como Dom f') ao passo que o conjunto B

Dominio de f ?:;ﬁ}g:gi?,:;g:,{, ¢ o contradominio de f'(indicado como
Figura 2.3: Dominio, contradominio e o conjunto imagem de uma funcéo. CD f) O conjunto COHStituidO pelos

elementos de B que sio imagem de algum elemento do conjunto 4 é um subconjunto de B
denominado conjunto imagem de f (indicado como Im f, ou /).

Como exemplo, sejam:
A={ 1, 2, 3, 4, 5} 21
B={1,2,3,4,56,7} 22

e consideremos duas associacdes de elementos
de A4 a elementos de B.

A primeira associa¢ao, representada pela Figura
2.4a, que associa a um numero real positivo o
mesmo numero acrescido de +1, define uma
fun¢io. A segunda associacio, pela falta da exi-
géncia de associar um elemento de 4 a apenas

um elemento de B, bem como por haver ele-

mentos de 4 que nio tém imagem em B, nio

Figura 2.4: a) Associacao que define uma funcéo; N
b) associacao que ndo define uma fungéo deﬁne uma fungao de A cm B

2 Funcdes
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Na Figura 2.4a, o dominio da fun¢io e o seu conjunto imagem sio dados por
Domf=D=A4={1, 2,3, 4,5} 23
Imf=1={234,56}cB 24

No primeiro exemplo de funcio podemos notar a existéncia de uma regra (mesmo ntmero
acrescido de +1) para determinar um elemento do conjunto imagem.
A B Um segundo exemplo de fungio esta ilustrado na Figura 2.5, na

‘ qual consideramos dois conjuntos numéricos:
“ A=1{1,4,7) 25

B z{ 1,4,6,7,8,9,12} 26
Figura 2.5: Outro exemplo de funcéo.

Ao associarmos a todo ponto do conjunto 4 um e apenas um ponto do conjunto B temos
em maios outro exemplo de func¢io. Observe que, nesse caso, também dispomos de uma regra
(a cada nimero associamos 0 mesmo namero acrescido de +5).Temos, assim, a seguinte associa¢io

® Ao ponto x = 1 associamos o ponto imagem y = 6. Isto é: (1) = 6.

® Ao ponto X = 4 associamos o ponto imagem y = 9. E, portanto: y(4) = 9.

® Ao ponto x = 7 associamos o ponto imagem y = 12. O que implica y(7) = 12.

Portanto, nesse exemplo o dominio ¢ D = {1,4,7},0 contradominio CD é = {1,4,6,7,8,9,12}
e o conjunto imagem ¢é / = {6,9, 12}.

Entretanto, também poderiamos ter feito outro tipo de associacio de modo que

® a0 ponto x = 1 corresponda y = 4

® 20 ponto x = 4 corresponda y = 8

® 20 ponto x =7 corresponda y =9
e, nesse caso, nio dispomos de uma regra como antes para associar os elementos de 4 a elementos
de B.Assim mesmo temos uma funcio cujo dominio é {1,4,7} e cuja imagem ¢é {4,8,9}.

Podemos introduzir ainda o conceito de funcio de mais de uma variavel. Por exemplo, se

uma grandeza fisica z depende de duas variaveis, x e y, representamos tal dependéncia por:

z= f(x,y) 27
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Para adquirir uma sélida formagdo cientifica, ¢ importante ter familiaridade com esse

conceito. Construir essa familiaridade ¢ o que serd buscado nos textos subsequentes.
2.2 Graficos de funcoes

Credita-se ao Bispo Nicole d’Oresme, ainda no século XIV, a invenc¢io dos graficos. Essa foi
a forma que ele encontrou para provar a equivaléncia entre o movimento uniformemente
variado e um movimento uniforme com uma velocidade adequada. Galileu também utilizou

graficos em seus estudos dos mesmos movimentos.

Numa linguagem simples pode-se dizer que o grafico de uma fun¢io é uma
figura na qual é possivel visualizar como uma grandeza varia quando outra varia.
E a unido, portanto, de fatos relativos a nimeros com a geometria.

Tendo em vista que figuras sio conjuntos de pontos, cada ponto desse conjunto
¢ caracterizado por um par ordenado. Os valores da variavel y sio representados
no eixo vertical ao qual denominamos eixo das ordenadas. No eixo horizontal, o
eixo das abscissas, exibimos os valores da variavel independente, x.

Do ponto de vista formal, o grafico de uma fun¢io é uma curva que nunca se cruza,
constituida pela colecio de todos os pares ordenados (x, y) tais que y = f(x).

Resultados experimentais sio frequentemente apresentados em graficos, a partir dos quais pode-
mos fazer previsdes teéricas. Os graficos sio, assim, utilizados para apresentar o comportamento de
alguma grandeza que depende de outra (ou outras). Na Figura 2.6b, exibimos um grafico, que
representa o comportamento da intensidade de radiacio emitida por um objeto aquecido como

func¢io da frequéncia da radiagio por ele emitida. Trata-se de um grafico que revolucionou a Fisica.

w
T
1

N
T
]

Teoria quantica

-
1
1

Intensidade da radiagao

1 2 3 4
° K ° 1(10"“Hz)

Figura 2.6: a) Gréafico de uma funcao. b) Grafico obtido a partir da teoria quantica.
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Dado um grafico, é possivel encontrar o valor da variavel dependente associada a um deter-
minado valor da variavel independente x. Para tanto, basta considerar o valor da variavel inde-
pendente e, a partir dele, tracar uma reta paralela ao eixo y até encontrar a curva que é o grafico.
A partir desse ponto, deve-se tragar outra reta paralela agora ao eixo X até encontrar o eixo ).
Esse ponto de encontro determina o valor da variavel dependente associado ao valor escolhido

da variavel x (vide Figura 2.6a).

2.3 Construindo graficos

Griaficos podem ser construidos a partir de dois tipos de informagdes. No primeiro,
a fungido é conhecida e tudo que queremos € visualizar o seu comportamento e,
para isso, construimos o grafico. Na segunda, tudo que temos é uma tabela cujas
informag¢des foram obtidas, experimentalmente, por meio de medidas.

Por exemplo, a fim de estudar o fenomeno das marés e observar
a entrada e saida de grandes navios, o pesquisador anota a altura do
nivel da dgua no porto de Santos, em intervalos de tempo, obtendo

assim uma tabela de valores. Numa das colunas encontramos a altura

da 4gua do mar, enquanto na outra coluna temos o valor do tempo Figura 2.7: Entender os horérios das
marés é importante para a seguranca

associado a cada altura. das embarcacoes.

1 0,5

5 0,9

8 0,9

g 0,7

12h30 0,3

15 0,6

17 0,9

19 0,9

21 0,7

Tabela 2.1: Variacao da maré 18/02/05.
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Para construir um grafico a partir de uma tabela, devemos primeiro tragar dois eixos perpen-

diculares entre si e orienta-los, utilizando flechas. Ao orientarmos os eixos x e ¥, estamos definindo

os segmentos dos eixos para os quais as coordenadas assumem valores positivos (y > 0 e x > 0).

Ay Ay 4y 4y
Yif=mmmmmmmmmm s H B B e
1
/) S— . D P . ' BEY SR . '
1 1 1 '
M=o = Y- : Nt-p0 :
] 1 1 ] 1 1 ] Ll '
l 1 1 ' 1 ] 1 l 1
> > > >
X X XX X XX, X3 X XX X5 X

Figura 2.8: Etapas da construgdo de um grafico.

altura (m)
1,0
X B
A RN /N
o5/ i
0

5 10 15 20 25 t(A)

Figura 2.9: A partir dos dados de uma tabela, inserimos
pontos no plano x-y. Em seguida interligamos os pontos.

A partir de uma tabela, a Tabela 2.1, por exemplo,
marcamos um ponto sobre o eixo x, o qual representa
um particular valor dessa grandeza, no caso o tempo.
Agora fazemos o mesmo para a coordenada y corres-
pondente a esse valor de x. Por esses dois pontos sobre
0s eixos X ¢ ¥, fazemos passar dois segmentos de reta.
Observe que esses dois segmentos se encontrardo
num determinado ponto.

Fazendo o mesmo para todos os valores da tabela
teremos algo como ilustrado na Figura 2.9.

Ao interligarmos esses pontos, desenhamos uma
curva que facilita a visualizagio do comportamento

da funcio.

Quando nio temos uma tabela, mas temos a expressdo da funcio, podemos gerar a tabela a

partir de valores da variavel independente X, para cara um dos quais associamos o correspon-

dente valor da variavel dependente, y = f(x).

2 Funcgdes
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Vale observar que um grande ntimero de pontos na tabela pode melhorar a visualizagdo do
comportamento da fun¢io, mas nio garante a exatidio do grafico, o que s6 podera ocorrer com

a utilizacio de argumentos poderosos, como veremos mais adiante.

2.4 Algumas funcoes simples

Para o que se segue, consideraremos primeiro o exemplo da fun¢io identidade. Ela é defi-

nida a partir da relagdo:

fo(x)=x 2.11

Nesse caso associamos um elemento do conjunto de nameros reais a0 mesmo elemento
desse conjunto.
A funcio identidade é um caso especial de funcdes lineares. A fun¢io linear mais geral

possivel se escreve como:

fi(x)=ax coma=0 212
yAL
Também temos a funcio constante que a todo valor da
x‘ ., . .
7 variavel independente x associa 0 mesmo valor b:
Figura 2.10: Grafico de uma fungéo constante. f(X) =h 213
ylk
Definimos a fun¢io afim como aquela que resulta da soma da fun¢io
linear e da func¢io constante:
7
> f(x)=ax+b coma#0eb=0 214

Figura 2.11: Gréfico da funcao afim
O dominio dessa func¢io, bem como o das duas anteriores, é o conjunto de todos os nimeros reais,
ou seja,

D=R 2.15

Fundamentos de Matematica |
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A imagem da funcio linear fl(x) =ax, a #0, é igual ao conjunto de todos os reais, bem como
a imagem da funcio afim f(x) = ax + b, a #0,isto é, [ = R.
No caso da func¢io constante, f(x) = b,a imagem ¢ o conjunto {b},isto é,1= {b}.
A funcio inverso de x associa a cada ntimero real diferente de

N
zero o inverso do seu valor. Ela é definida, portanto, como:

A 4

fz(x)zi 216

O dominio dessa fun¢io é o conjunto dos nimeros reais dife-

rentes de zero, € seu conjunto imagem € o conjunto de niimeros
Figura 2.12: Gréafico da fungao

inverso de x. reais e diferentes de zero, isto é:

*

D=R" I=R 217

A fun¢io moédulo de x, representada por |x|, é
definida a partir da definicio do moédulo de um

numero real, isto é:

x se x>0
f3(x)=|x|= 2.18

—x se x<0

O grafico da fungio mddulo de x é apresentado na
Figura 2.13: Gréfico da funcao modulo de x Figura 2.13.

A fun¢io definida como a raiz quadrada da variavel x é definida por:

f4(x)=\/; 2.19

Ela associa a todo ntimero real positivo ou nulo o valor da sua raiz quadrada. Note-se que o

dominio D, bem como o conjunto imagem /, da fun¢io raiz quadrada é o conjunto definido por:
D=I=R, 2.20

o conjunto dos reais positivos ou iguais a zero, isto ¢, dos niimeros reais ndo negativos.

2 Funcgdes
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Finalmente, introduzimos a fun¢io quadratica ou func¢io polinomial do segundo grau, mais

simples entre todas. Escrevemos:

Nesse caso, o dominio da funcio é R enquanto o conjunto imagem [/ dessa funcio é o

conjunto dos niumeros reais nio negativos, isto €:

+

D=R ]={xeR|x20}=R 222

y=vx

y:xz

Figura 2.14: a) Grafico da funcdo quadratica b) Gréafico da funcao da raiz quadrada.

Mediante a multiplicacdo de uma fun¢io por um nimero real, a, obtemos outra func¢io.
A adicio de funcdes gera, igualmente, uma nova fungio. Assim, a partir de 2.21 e 2.16, podemos

escrever uma nova fun¢io dada por:
£(x) = dfs (x) 4 bfy (x) = ax + b 223
X

Também podemos multiplicar fung¢des, obtendo uma nova funcio, bem como fazer a divisio

de uma funcio por outra. Em cada caso é preciso sempre estar atento ao dominio da nova fungio.

Fundamentos de Matematica |
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00000
Exemplo
Um exemplo simples pode ser o seguinte:
f(x)=x*+1
g(x) =3x

A funcio produto de fe g é:

e a funcio quociente de f'e g é:

Vale observar que:

® dominio de /: R
® dominio de g: R
® dominio de #: R
® dominio de k: R*

00000

2.5 Funcoes compostas

Sejam duas func¢des g e f. A partir delas pode-se definir duas fun¢des compostas. A fun¢io

composta de g com f, gof, é a funcio definida por:

(gof)(X):g[f(x)] 224

A fun¢io composta de f'com g, f o g, é a funcio definida por:

(fog)(x)zf[g(x)] 2.25

2 Funcgdes
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Repare que a operagio de composicio de fun¢des nio é comutativa, isto é, em geral as

funcoes definidas anteriormente sio diferentes.

(fog)(x)=(gof)(x) 2.26

00000

Exemplos
Dadas as funcdes definidas por f(x) = 3x —1 e g(x) = x?

Determine:

a) (f°g)x) e b) (g °/)(x)

— RESOLUCAO:

a) Consideremos primeiramente O caso a)

f(x)=3x-1
g(x)=x

}:<f0g><x>=f(g<x>)=f(x2>

Assim, para obtermos a fun¢io composta devemos, na fungio f, colocar x° no lugar de x;

Fe())= () =3(") -1 =3¢ 1
b) No caso b), consideramos

g(x) =x

f(X)=3x—1}:>(g°f)(x):g(f(X))=g(3x—1)

Agora, na fun¢io g, no lugar de x colocamos 3x — 1:

g(f(x))zg(3x—1)=(3x—1)2 =9x* —6x+1
g(f(x))=9x"—6x+1

E isso demonstra a afirmacdo expressa em 2.26.

00000
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2.6 Funcao inversa

Definimos a funcio inversa de £, designada por f ~!(x), como a func¢io que, quando composta

com f, leva-nos a funcio identidade, ou seja,
(o) (x)=(f"eof)(x)=x 227

Na expressio acima assumimos que f seja uma fung¢io inversivel, isto ¢, que ela admita uma

funcio inversa.

00000

Exemplos
Dada a fun¢io

f(x)=2x-3,

determine f"!(x)

— RESOLUCAO:

Fazemos y = f(x)

y=2x-3 (1)
Em seguida, na equacido (I) isolamos x:

y=2x—3<:>2x:y+3<:>x=y7+3 ()

Agora, na equacio (II) trocamos x por y (e y por x):

x+3
y=—"

_x+3
2

Assim: f_l (x)

Verifiquemos que

(fof_l)(x)=x e que (f’lof)(x):x

2 Funcgdes
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00000

2.7 Qutras definicoes

Uma fun¢io é considerada uma fung¢ao par se para ela vale a propriedade:

f(=x)=f(x) 2.28

f(=x)=—-f(x) 229

O grafico de uma fungio par é simétrico em relagio ao eixo y, enquanto o grafico de uma

fun¢io impar € simétrico em rela¢io a origem.

10 8
0
6
4
2
0
-2
-4
Figura 2.15: Gréficos tipicos
-6 - de uma funcao par (a) e de
8 6 4 -2 0 2 4 6 8 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 ymafuncaoimpar(b).

Uma fung¢io periddica de periodo p é aquela para a qual se aplica a seguinte propriedade:
f(x+p) = f(x) 2.30
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Um grafico tipico de uma funcio periddica é apresentado na Figura 2.16.
VA
1 \

[\
1

1
2 ]

——
——

\
\
,’x \
1
-TT

1 2T 3T 4TC
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\

\ Figura 2.16: grafico de uma funcao
\/ -1

periédica de periodo 2x.

Uma funcio é estritamente crescente num intervalo / se, para dois elementos a e b quaisquer
pertencentes ao intervalo (@, b € I), vale a propriedade:

a>b = f(a)> f(b) 231

Uma fungio é estritamente decrescente num intervalo [ se, para dois elementos a e b quaisquer
pertencentes ao intervalo (@, b € I), vale a propriedade

2.32

X X1 Xy
intervalo

x
Figura 2.17: Funcgdes crescentes ou decrescentes em certos intervalos.

2.8 Exemplos simples

O conceito de funcdo é importante na fisica e em outras areas do conhecimento porque

muitas vezes uma grandeza fisica, y, depende de outra ou outras, usualmente o tempo ou as

2 Funcgdes
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coordenadas. No caso de apenas uma variavel independente representaremos tal dependéncia

da seguinte forma:
y=f(x) 233

que se lé y é fun¢io de x.

Na mecanica, a variavel independente é o tempo. As variaveis que podem depender do
tempo sao as coordenadas, a velocidade, a aceleragdo e, em alguns casos, a propria forca.

Nos exemplos abaixo, tanto o dominio da fun¢io quanto o contradominio sio o conjunto R,
o conjunto dos niimeros reais.

O primeiro exemplo a ser considerado vem da geometria. A area
A de um quadrado depende do comprimento de um dos seus lados.

Se ¢ representa esse comprimento, essa dependéncia se escreve:

A=1? 2.34

I3

. N . X Figura 2.18: A érea do quadrado
Um exemplo simples da mecanica ilustra o conceito é funcéo do seu lado £,

de funcio. Trata-se de um exemplo envolvendo uma

dependéncia linear entre grandezas. Consideremos mola

um corpo de massa m que esteja apoiado num plano
horizontal e preso na extremidade de uma mola.
Consideremos ainda o caso em que a outra extre-
midade da mola esteja fixada numa parede vertical.
Sem que haja qualquer tipo de interferéncia no
sistema massa-mola, o conjunto permanecera em
repouso. E isto ocorre quando a mola nio esta sujeita
a nenhuma deformacio.

Se, no entanto, esticarmos ou comprimirmos a mola
(puxando ou empurrando o corpo até uma nova posi-

¢0), vamos notar que ela exerce uma forga, F, sobre o

corpo de massa m. Essa for¢a, denominada forca elastica,

. L Lo Figura 2.19: Mola em diferentes situagoes e o
age de forma a restaurar a posi¢ao original, a posi¢do de sentido da forca em cada caso.
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equilibrio. Se adotarmos a convencdo de que a origem da coordenada associada ao deslocamento
coincida com o ponto no qual nio existem forgas sobre a mola (a posicio de equilibrio), podemos

escrever a dependéncia da for¢a em relagdo a coordenada da seguinte forma:
F=—kx 235

onde k é uma constante denominada constante elastica da mola. Observe que, se aumentarmos
o valor do deslocamento, em modulo, a for¢a aumentara. O sinal menos assegura que ela esta
sempre no sentido do ponto de equilibrio. Nesse ponto, a forca é nula.

Um exemplo extraido da gravitacdo diz respeito ao tempo de queda de um corpo, uma
vez solto de uma altura 4. Tal tempo depende da aceleracio da gravidade e depende da raiz
quadrada da altura. O tempo de queda pode ser visto como dependente desses dois parametros.

Visto como dependente da altura, escrevemos essa dependéncia como a fung¢io:

_ %\/Z 236

g

T

queda

O grafico dessa fungao, para diferentes valores da altura, é representado na Figura 2.20.

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

tempo (segundos)

0 0.25 0.5 0.75 1
altura (metros)

Figura 2.20: Grafico do tempo de queda
como funcéao da altura
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