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3.1 Introducao

Geometria ¢ um ramo da matematica que estuda as propriedades do espaco e as figuras que
ele comporta. No caso das figuras, procuramos analisar suas formas, tamanhos, posi¢des relativas,
bem como deduzimos resultados (Teoremas ou Proposi¢des) que podem ser obtidos a partir
de alguns postulados. As figuras contidas num plano sio alvo de estudo da geometria dita plana.

As figuras tridimensionais sio estudadas na geometria espacial.

Um pouco de historia

Segundo os historiadores, a geometria teve inicio cerca de 3.000 anos antes de Cristo no Egito.
A necessidade de medir com precisio as terras constantemente demarcadas apos as sucessivas
inunda¢des do Nilo, ou o uso dessas demarcagdes para efeito de pagamento de impostos,
constituiu-se no pano de fundo desse desenvolvimento inicial da geometria. A palavra geo-
metria advém desses primeiros esforcos de “medidas da terra”. Os babilonicos introduziram
aperfeicoamentos nessa area do conhecimento, a qual foi consolidada pelos gregos. O marco
dessa consolidac¢io foi a coletanea de livros Os Elementos, escritos por Euclides.

A geometria experimentou grandes revolucdes ao longo da Historia. A primeira delas deve ser
creditada a René Descartes, que introduziu a Geometria Analitica. Bolyai, Lobatchesvky, Gauss e
Riemmann desenvolveram geometrias nio Euclidianas. Einstein associou uma propriedade do espaco a
matéria nele existente. A Teoria das Cordas e a Teoria M propdem espacos com mais de trés dimensdes.

Na geometria analitica, o conceito de fun¢io tem um papel central, com aplica¢des tanto
na geometria plana quanto na geometria espacial. Em AplicacGes a geometria analitica,
analisaremos aplica¢des do conceito de fun¢io no estudo das retas, semirretas, segmentos de
reta, bem como de algumas figuras planas, especialmente poligonos, e, finalmente, as conicas.

Na geometria analitica, o espaco é pensado como um conjunto (infinito) de pontos. Assim, ao
introduzir a ideia de ponto no espaco, somos levados a pensar em como caracterizar cada ponto
desse espaco. Com isso, procuramos dar uma defini¢do mais operacional para esse conceito. Isso pode
ser feito uma vez introduzido um referencial. Adotado um determinado sistema de referéncia, cada
ponto do espago pode ser especificado a partir das suas coordenadas. Um ponto pode ser especifi-
cado por meio das coordenadas cartesianas (x, ), z). Temos, assim, uma correspondéncia biunivoca

entre o conjunto de pontos do espaco e o conjunto das ternas ordenadas de niimeros reais.
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3.2 Relacoes e funcoes

Consideremos uma rela¢io entre as coordenadas (x,y) no plano, que pode ser escrita gene-

ricamente como:
F(x,y)=0 31

Uma curva no plano pode ser escrita como uma relagio da forma acima. Por exemplo, a

circunferéncia de centro na origem ¢ definida como a curva para a qual vale a seguinte relacio:
2, 2 _p2
x"+y =R 32

onde R é o raio da circunferéncia.

Na relacdo 3.2 temos duas funcdes implicitas. A primeira delas ¢é a fun¢io:
v (x)=+JR* =%’ 33

que descreve um arco da circunferéncia. A segunda é a funcio:

N (x)z— R*—x? 34

Figura 3.1: Arcos de circunferéncia descritos por funcoes.

Em a) temos y* (x): +VR? —x* . Emb) temos y (x):— R*—x*.
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3.3 Retas e segmentos de retas no plano

Estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos pontos do plano e o
conjunto dos pares ordenados de nimeros reais. A cada ponto do plano corresponde um tinico

par ordenado de ntiimeros reais e reciprocamente:
P < (x,y) 35
Dizemos entio que as coordenadas do ponto P sio dadas pelo par ordenado (x, y), isto é,
P = (x, ¥),onde x é a abscissa de P e y é a sua ordenada.
Considerando uma reta contida no plano xy (no espago, esse plano ¢ o plano caracterizado
pela equagio z = 0), sua expressao mais geral é:

y=ax+b 36

Py prmemmmme e ou seja, a equagio que relaciona as coordenadas x e y

dos pontos que pertencem a reta ¢ uma equacgio do

primeiro grau. Muitas vezes, especialmente quando

Ay
Ay = y,-y; y e x se referem a grandezas fisicas, referimo-nos as

O constantes @ ¢ b como parametros.

J Um grafico tipico de uma funcio polinomial
/}b Ax =3 -x de primeiro grau, também chamada fun¢io afim
X X, ~ (aquela sob a forma da expressio 3.6), é apresentado

Figura 3.2 O gréfico da funcao afim. na Figura 3.2.

O parametro b, denominado coeficiente linear da reta, pode ser facilmente identificado com o

valor da ordenada y quando x = 0, ou seja, ele corresponde ao valor da funcido para esse valor de x:

y(0)=b 37
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O parametro a ¢ denominado coeficiente angular da reta. Para determina-lo, basta conside-

rar dois pontos P, e P, que pertencem a reta e cujas coordenadas sdo:

P1 =(x1,y1)
P, =(x,,»,)

3.8

Da expressao 3.6, uma vez que os pontos pertencem a reta, segue-se que:

v, =ax,+b
39
v, =ax,+b

Subtraindo a primeira da segunda equacio, encontramos:

»=»n_A

a=———-=

3.10
x,—x Ax

desde que x, —x, #0,isto ¢, P, e P, ndo estio numa mesma reta perpendicular ao eixo x.
Uma reta nio perpendicular ao eixo x € inteiramente caracterizada pelo seu coeficiente
angular (@) e pelo ponto (0, b) no qual a reta intercepta o eixo ).
A partir de um ponto A = (x,, ,) localizado sobre uma reta, podemos determinar duas
semirretas. Cada uma delas é caracterizada como o lugar geométrico dos pontos do plano que

satisfazem a expressao 3.6, bem como a uma das duas condicdes:

X2x,

X< Xx,

Dois pontos A = (x,, y,) e B = (x,, y,) sobre uma reta deter-

minam um segmento de reta. Este, por outro lado, é definido como

o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a expressio

3.6, bem como a condicio:

Figura 3.3: Segmento de reta. XA <x< XB 3.12
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3.3.1 Posicao relativa de duas retas

No espaco tridimensional, pode-se falar de 3 posi- r
coes relativas de duas retas.

Diz-se que duas retas sio reversas quando elas nio
estao contidas na mesma superficie plana, ou seja, nio
ha um plano que contenha as duas retas. Nesse caso, as
retas nao se encontram. Figura 3.4: Retas reversas.

Consideremos agora as duas situa¢des possiveis quando duas retas estio contidas no mesmo plano.

Duas retas coplanares sao ditas paralelas quando nio tém ponto em comum. Examinando as
equacdes de duas retas paralelas, o sistema de duas equacdes a duas incognitas nio deve ter solucio,

uma vez que nao existe um ponto que esteja nas duas retas a0 mesmo tempo. Sendo assim, se

Y, =ax+b,
3.13
Y, =a,x+b,
entao,
a, =a, 3.14

isto &, retas paralelas tém o mesmo coeficiente angular e suas equagdes diferem, portanto, apenas

no que diz respeito ao parametro b.

Quando duas retas coplanares 7 e s P
nao sio paralelas, elas se interceptam em
algum ponto P no plano. Nesse caso, 7 s
dizemos que as retas sa0 concorrentes. Figura 3.5: Retas paralelas. Figura 3.6: Retas concorrentes

O ponto de intersec¢io das duas retas pode ser obtido resolvendo o sistema de duas

equagdes a duas incognitas:

Y =ax+b -
Y, =a,x+b,
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Seja P = (x,, y,) o ponto comum as duas retas. Temos entio:

bz — bl
N=D=0p =ax,+b=ax,+b, = x, = 3.16
a,—a,
Note que a, — a, # 0 pois as retas ndo sao paralelas.
b,—b
— _  ~ O
Vp=aXp+b, = p=a, +b,
a,—a,
Por exemplo, o ponto de encontro das retas:
y=5x-4
3.17
Y, =3x+2

tem coordenadas (3, 11).

3.4 Angulos e medidas de angulos

Consideremos o caso de duas retas concorrentes. As semirretas 7 e §, que se originam no
ponto de intersec¢io, tém inclina¢des diferentes. Para medir a inclina¢io definimos a grandeza
ingulo. Angulos podem ser medidos, uma vez que podem ser comparados. No plano, com um
sistema de coordenadas, o angulo especifica a inclinagio de uma reta com relag¢io ao eixo ho-
rizontal. No caso de duas retas concorrentes, o angulo entre elas especifica quio inclinadas as
duas retas estio uma em relacio a outra.

Para entender o conceito de angulo, consideremos circunferéncias concéntricas desenhadas a
partir de um ponto P. Consideremos agora a relagdo entre o comprimento do arco e o raio da
circunferéncia. Dadas duas retas quaisquer, concorrentes no ponto P, essa relacio nio depende
do raio da circunferéncia, no sentido de que, se o raio aumenta, o
comprimento do arco aumenta na mesma propor¢io, e o quociente
entre o comprimento do arco e o raio permanece constante. E uma

caracteristica das dire¢des relativas: a inclinacio entre elas.

- Podemos , como veremos a seguir, fazer uso de duas unidades de
Figura 3.6: Angulo como medida . .
de inclinaéo. medida de angulos.
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Em Fisica, é muito comum, no estudo do movimento circular, o uso de variaveis angulares
vidimos

Assim, é importante entender como medimos angulos. Na medida de um angulo podemos
utilizar qualquer uma das duas unidades: grau ou radiano.
No caso do grau, di-
a circunferéncia
completa em 360 partes

90
iguais. Um grau é a medida

»° 90° o
o1 BTS00 gy,

200

do angulo central determi-

nado por uma dessas partes.

L

p

%
%
2

0
Angulos em graus
Figura 3.7: Com o transferidor
medimos angulos em graus.

D

Figura 3.8: Definicao de grau como unidade de medida
de angulos.

Sugerimos aqui que se dé uma boa olhada no transferidor.
A medida de um angulo em graus é efetuada determinando-se
quantas vezes o angulo é maior do que aquele de um grau.

- Para a medida do angulo em radia-
@ /N
(\\ X

nos, determinamos o comprimento do

arco associado a ele e o dividimos pelo
Figura 3.9: Definicdo de radiano como unidade de medida de angulos.

valor do raio. Temos, portanto:

0= al 318
7 :
A circunferéncia toda corresponde a 27 radianos. Portanto, ao valor de 360° correspondem
27 radianos.
Voltando a equacio da reta
y=ax+b 3.19

que passa pelos pontos

P = (xpy 1)

P, = (xz,y 2)

3.20
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que tém abscissas diferentes, podemos escrever seu coeficiente angular, em termos do angulo 0
que ela forma com o eixo X, como:

a= u = tge 3.21

Xy =X

3.4.1 Mais sobre angulos

Levando-se em conta a possibilidade de trés retas serem concorrentes num Unico ponto,
isto &, existir um ponto comum a todas elas, os angulos formados, em relagio a uma delas, s3o
angulos adjacentes (Figura 3.10).

Duas retas concorrentes definem quatro angulos. Os pares de angulos nao adjacentes sio
denominados opostos pelo vértice (Figura 3.11).

Os angulos opostos pelo vértice sao iguais.

O angulo entre duas retas de coeficientes angulares definidos pelos angulos 0, e 0, ¢ dado

pela diferenca desses angulos:
0=0,-0, 322

Dois angulos sio complementares se a soma de suas medidas for igual a 90° (Figura 3.12).

X

Figura 3.10: Angulos adjacentes. Figura 3.11: Angulos opostos pelo vértice Figura 3.12: Angulos complementares.

Angulo reto ¢ aquele cuja medida é igual a 90°. Angulo raso ¢é
aquele cuja medida ¢é igual a 180°.

Angulos agudos sio aqueles cujas medidas sio menores do que 90°.
Angulos obtusos sio aqueles cujas medidas excedem 90°.

3 Aplicacdes a geometria analitica
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Dizemos que duas retas concorrentes sio perpendiculares se qualquer um dos quatro

angulos por elas formados for um angulo reto.

o 0o 0- 7}
™
<90° >90° ) /
o o S

Figura 3.14: Retas perpendiculares
Figura 3.13: a) Um angulo agudo b) Um angulo obtuso ¢) Duas retas perpendiculares. em perspectiva

A 4

Retas perpendiculares obedecem a seguinte relacio entre seus coeficientes angulares:

1
a=—— 323
a,
Por exemplo, as retas
v, =5x-4
1 324
Y, = —gx +3

sio perpendiculares.

3.5 Poligonos

Uma classe relevante de figuras planas sio aquelas que podem ser geradas a partir de um
conjunto de pontos A, A, ......A pertencentes ao plano. Analisaremos o caso em que nenhum
conjunto de trés deles, contiguos, pertencem a uma mesma reta.

Cada um desses pontos tem coordenadas dadas por:
Ap =238y = (0, )55 Ay = (30, 0554, = (%,,9,) 325

A distancia d(A |, A,)) entre dois pontos A, e A, no plano é dada pela expressio:

d(Al’AZ):\/(yl_y2)2+(x1_x2)2 3.26
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Suponhamos que os pontos A, A,, ..., A sejam ligados por segmentos de reta, sucessiva-
mente, isto €, unimos o ponto A1 ao ponto Az, depois A2 ao ponto AS, e assim por diante até
voltarmos ao ponto A,.

Algumas das figuras geradas por meio do procedimento acima tém um grande apelo estético.

Em AplicacGes a geometria analitica, analisaremos as curvas resultantes do processo
acima descrito quando utilizamos segmentos de reta para interligar os pontos em sucessio.
A curva resultante tem o nome de poligono.

Os pontos A, A, ..., A, sio denominados vértices do poligono. O segmento entre cada par

de pontos ¢ denominado lado do poligono.

Figura 3.15: Poligonos Irregulares

Podemos classificar os poligonos em concavos e convexos. Estes Gltimos sio mais interes-

santes, pois eles incluem os poligonos regulares nio estrelados.

Para entender a diferenca entre as duas categorias, basta considerar
a reta que contém algum dos lados. Podemos agora antever duas
situacoes: para pelo menos um dos lados a reta aludida acima corta
o poligono, ou para nenhum dos lados isso ocorre. Neste altimo
caso, dizemos que o poligono é convexo. De outra forma, isto ¢,
no primeiro caso, ele é dito concavo.

U

ll =

Figura 3.16: A esquerda, um poligono convexo; & direita, um poligono concavo

3 Aplicacdes a geometria analitica
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Nomeamos os poligonos de acordo com o nimero de seus lados. Triangulos sio poligonos
com trés lados. Sio denominados quadrilateros aqueles com quatro lados. Dando continuidade
a nomenclatura, utilizamos sempre os prefixos gregos para designa-los. Eles sio chamados
pentagonos (aqueles com 5 lados), hexagonos (os que contém 6 lados), heptagonos (7), octo-
gonos (8), eneagonos (9), decagonos (10), e assim por diante.

Sio chamados poligonos regulares aqueles que tém todos os lados congruentes (de mesmo
comprimento), bem como sio congruentes todos os angulos (de mesma medida). O fato notavel
em relagio aos poligonos regulares ¢ poderem todos eles ser construidos com os instrumentos

euclidianos: a régua e o compasso. Para construi-los devemos saber como dividir uma circun-

O O

feréncia em partes iguais.

triangulo quadrilatero pentagono hexagono
heptagono octégono eneagono decégono

Figura 3.17: Poligonos regulares.

Chama-se trilitero o poligono de trés lados, ou seja, triangulo e trilatero sio nomes dados
a0 mesmo poligono. Um triangulo é equilatero quando seus trés lados sio congruentes; um
triangulo isdsceles é aquele que tem 2 lados congruentes e um triangulo escaleno ¢é aquele
que tem 3 lados de comprimentos diferentes. Um triangulo ¢ dito retdngulo quando tem
um angulo reto; um triangulo é obtusangulo quando tem um angulo obtuso; um triangulo é
acutdngulo quando tem os 3 angulos agudos.

Entre as figuras que tém 4 lados — os quadrilateros — o quadrado é aquele que tem os 4 lados
de mesmo comprimento e os 4 angulos de mesma medida.

O perimetro de um poligono ¢ dado pela soma dos comprimentos de seus lados, isto €,

P=d(A,A)+d(A,,A)+---+d(A, ,A,)+d(A,A) 3.27

n—-1°
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A area § de um poligono pode ser expressa em funcido das coordenadas dos pontos
AL, A, .....A .Assim, no caso de um triangulo, no espaco, podemos escrever sua area em fungao

das coordenadas dos vértices como:

1
S :5[(3’1 + 1) (% =2, )+ (0, +35) (36, =)+ (03 + 31 ) (33 _xl)] 328
M(x,,
) M, J;z) y 3(x3 ya)
d 0, My(x,, v,)
M,(x,, ) L, Ml(xpyl) y
) 3
X M3( K ys) Y,
A Y,
N ) ¥
0 ~ - x 0 ~ : x
X - e U
o ¥ o

Figura 3.18: A drea de um tridngulo, um poligono de trés lados, pode ser calculada por meio das coordenadas de

y

seus vértices. No exemplo a) um tridngulo retdngulo e, em b) um tridangulo qualquer.

3.6 Conicas

As conicas sio curvas obtidas pela * '
intersec¢do da superficie de um cone
circular reto de duas folhas com um
plano. A seguir, apresentaremos de
maneira sucinta as conicas nio dege- Cireulo Elipse Parabola Hipérbole

neradas, isto é, a pardbola, a elipse e a O O \/ \

hipérbole. Como veremos adiante, uma

>/

circunferéncia é uma particular elipse.  Figura 3.19: As curvas conicas.
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3.6.1 Parabola

Num plano, consideremos uma reta ¥ e um ponto

nio pertencente a ela. Uma parabola é o lugar geomé-

trico dos pontos do plano que se situam a distancias

iguais do ponto (denominado foco) e da reta, que é

conhecida cOomo diretriz (Vide Figura 3.20) Essa Figura 3.20: A definicdo de parabola como lugar
geométrico dos pontos do plano equidistantes

deﬁnigio é atribuida a Pappus. de uma reta e de um ponto

A distancia entre dois pontos ¢ dada pela expressio 3.26.

Considerando um sistema cartesiano em que o foco da paribola é o ponto F = (0, p), isto
¢, o foco se encontra no eixo vertical, a distancia de um ponto qualquer, P = (x, ), sobre a

parabola até o foco F sera dada por:

d(P,F)=+x*+(y—p)’ 3.29
A distancia desse ponto P = (x, y) até a reta diretriz, cuja equagdo é y = —p, é definida como a
diferenca entre as ordenadas do ponto P e do ponto, de mesma abscissa de P, que estd na diretriz.
Assim,

dP,r)=y—(-p)=y+p 330

Igualando as duas distancias, obtemos:

2 2

y+p=yx"+(y=p) 2l

donde obtemos a coordenada y de um ponto sobre a parabola como fun¢io da coordenada x.

Explicitamente, escrevemos:

y= 4px2 3.32
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A equagio geral da parabola, quando a escrevemos em termos das coordenadas cartesianas,
¢ expressa sob a forma de uma fungio polinomial de segundo grau, a qual pode ser escrita de

duas formas inteiramente equivalentes:

2
A
y(x)=ax’+bx+c=a x+i -— 3.33
2a 4a

onde o termo A é dado por

A=b*-4ac 334

Considerando um referencial cartesiano deslocado, de tal forma que a origem desse novo

: . L ) -b -A <
sistema coincida com o ponto que é o vértice da pardbola V =| —,— |, entio, no novo
2a 4a
sistema cartesiano x'y’, V;,y, = (0,0), e um ponto P = (x, ¥) no sistema inicial sera escrito no novo
. v b A b b* —4ac
sistema como P=(x",y")=| x+—,y+— |=| x+—,y+—
2a 4a 2a 4a
Assim, no novo sistema de coordenadas, a equa¢io da pardbola é:
y'(x') =a(x")’ 3.35

onde, a partir de 3.32, a constante a ¢ dada em termos da ordenada do foco como
a=4p 3.36

Vale notar, portanto, que efetuar translacdes ao longo dos eixos x e y corresponde a fazer

uma mudanca do sistema de coordenadas.

x’ x’

Figura 3.21: Por meio da mudanca do sistema de coordenadas podemos simplificar a expressao de uma fungao quadratica.

3 Aplicacdes a geometria analitica
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A parabola é uma coénica. Isso porque ela pode ser ,
obtida como a intersec¢do da superficie do cone com
um plano que é paralelo a geratriz da superficie, de
acordo com a Figura 3.22.

Figura 3.22: A parébola
como uma conica.

3.6.2 Elipse

Seja dado um ntmero real positivo a. No plano, consideremos dois pontos, denominados
focos, que distam um dado valor 2¢, onde ¢ € um namero real positivo, ¢ < a. Uma elipse é o
lugar geométrico dos pontos do plano, cuja soma das distancias aos focos é igual a 2a. Ou seja,

sendo 7 e ' tais distancias, escrevemos para os pontos localizados sobre a elipse:

r+r'=2a 3.37

Jousw OXIe

eixo maior

Figura 3.23: Definicao da elipse como lugar geométrico dos pontos P do plano tais que
PF, + PF,=2a, onde F\F, = 2¢, c < a.

Adotando um sistema cartesiano de forma que a origem coincida com o centro da elipse (vide
Figura 3.23), temos que os focos sio os pontos de coordenadas F, = (¢, 0) e F, = (¢, 0) ou

F, =(ea,0) F, =(-¢4,0) 3.38

onde € é um parametro, menor do que 1 e maior do que 0, conhecido como excentricidade

da elipse,

£=c/a.
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A partir da defini¢do de elipse, a soma das distancias nos leva a identidade:

\/(’C_SC’)ZJF(J’)2 +\/(x+8a)2+(y)2 =2a 339

Depois de algumas manipulacdes relativamente simples, a equacio 3.39 é equivalente a equacio:

X : 2
(—) +%=1 3.40
a a(l-¢)

Tendo em vista que na elipse os dois semieixos - maior

1 e menor - e a metade da distancia focal se relacionam
B=(0.0) conforme o Teorema de Pitigoras (Figura 3.24):

b a
= a=a’e +b’ =>b=aJl-¢ 341

0 ¢ F=(c0)/A=(a0)x

a equagdo para a elipse pode ser escrita como:

2 2
X
Figura 3.24: Na elipse, a®> = b*> + . — | + Z =1 3.42
a b

A relagio acima ndo define uma fun¢io. No entanto, se analisarmos os dois ramos da elipse (a parte

acima do eixo X e a parte abaixo desse eixo), entdo, podemos considerar os graficos de duas funcdes:

¥ 2
)
a
x 2
.
a

Com as ferramentas do Calculo Integral sera possivel mostrar

343

que a area de uma elipse é dada pela expressio:

/ A=mab 3.44

A elipse é uma coOnica, resultante de intersec¢io de um plano
Figura 3.25: A elipse como A n . 3 .
uma conica. com uma superficie conica (vide Figura 3.25).
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3.6.3 Circunferéncia

A circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um ponto
dado, denominado centro da circunferéncia. Essa distancia ¢ identificada com o comprimento
caracteristico da circunferéncia - o seu raio.

Uma circunferéncia ¢ uma particular elipse, cujos semieixos - maior e menor - sio iguais.
Consequentemente, numa circunferéncia, no existem os focos (pois ¢ = 0 na caracteriza¢io da
elipse, conforme Figura 3.24). Entio, uma circunferéncia é uma elipse cuja excentricidade é

nula (¢ = 0). Escrevemos dessa maneira:
r=a=R, 345
3.6.4 Hipérbole

Seja dado um ntimero real positivo a. Num plano, consideremos dois pontos, denominados focos,
que distam um dado valor 2¢, onde ¢ é um namero real positivo, ¢ > a. Uma hipérbole é o lugar
geométrico dos pontos do plano cuja diferenga das distancias aos focos ¢, em valor absoluto, igual a
2a. Ou seja, sendo 7 e 7' tais distancias, escrevemos para os pontos localizados sobre a hipérbole:
|r—r'| =2a 3.46

ou seja,

r—r'=x2a 347

Na expressio 3.47,2a é a distancia entre os vértices
da hipérbole. O sinal + ou — se aplica a cada um dos

ramos da hipérbole, uma vez que a hipérbole é uma

curva contendo dois ramos, cada um deles tendo um
Figura 3.26: Hipérbole como lugar geométrico L . .
satisfazendo a 3.46. foco distinto (vide Figura 3.26).
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Adotando-se um sistema cartesiano de forma que a origem coincida com o centro da
hipérbole (vide Figura 3.26), temos que os focos sio os pontos de coordenadas F, = (¢, 0) e

F,=(=¢,0) ou
F, =(¢a,0) F, =(-¢a,0) 348
onde € ¢ um parametro, maior do que 1, conhecido como excentricidade da hipérbole,
€= c/a.

A partir da defini¢do de hipérbole, a diferenca das distancias nos leva a identidade:

Jx—ga) +(y) =\(x+za) +(y) =+2a 349
Depois de algumas manipulagdes relativamente simples, a equagio acima ¢ equivalente a equagio:

2 2
(fj -2 yz -1 350
a a(e"—1)

Definimos agora o parametro positivo b por meio da relagio:
b =a’c’-a’ =>b=aVe -1 3.51

e, assim, a equacio da hipérbole pode ser escrita como:

HRGE

E importante notar que a equacio acima foi deduzida para a situa¢io considerada em que
os focos da hipérbole se encontram no eixo das abscissas.
De maneira analoga, pode-se deduzir a equa¢io para o caso em que os focos da hipérbole se

encontram no eixo das ordenadas, obtendo:

ORBR
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As relagdes 3.52 e 3.53 nio definem fun¢des. No entanto, podemos encontrar a hipérbole
como reunido de dois graficos, em cada caso.

A partir de 3.52, isolando a variavel y, temos duas possibilidades. A primeira delas é:

y' = 354
cujo grafico se encontra acima do eixo x (Figura 3.27).
3
y
2
1
5 4 3 2 1 1 2 3 4X 5
-1
-2
X 2
2 Figura 3.27: O gréficode y™ =b (*) -1.
a
A outra possibilidade é:
y_ = 3.55
cujo grafico se encontra abaixo do eixo x (Figura 3.28).
3
y
2
1
5 -4 3 2 4 2 3 4x5s
-1
2
_ X
o Figura 3.28: O gréficode y~ =—b [fj —1.
a
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A partir de 3.53, isolando a varidvel y, temos novamente duas possibilidades. A primeira

delas é:

2
y =b,|1+ (fj 3.56
a

cujo grafico se encontra acima do eixo X.

A%

5 4 3 2 1 1 2 3 4X 5

-1

-2
x 2

3 Figura 3.29: O gréficode y" =b, |1+ [fj .
a

A outra possibilidade é:
2
_ X
a
cujo grafico se encontra abaixo do eixo x.

3

y

2

1

5 4 3 2 1 1 2 3 4X 5
-1
//\ 2
. X

2 Figura 3.30: O gréficode ¥~ =—b,[1+ (fj )

a
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A hipérbole ¢ igualmente uma conica, resultante da intersec¢io de um plano com uma

superficie conica (vide Figura 3.31).

v

Figura 3.31 : A hipérbole é uma conica.
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