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11.1 0 calculo diferencial

De modo geral, grandezas fisicas variam (por se constituirem em variaveis dependentes) ao
sabor da variacdo de outras das quais elas dependem (as variaveis independentes). O Cilculo
infinitesimal é uma 4rea da Matematica voltada para lidar com aspectos relativos a variacdes de
grandezas decorrentes de variacdes diminutas de outras.

A base do Calculo infinitesimal é constituida a partir de consideracdes sobre variacdes
muito pequenas (varia¢des infinitesimais, portanto) das variaveis independentes. Tais varia¢Oes
acarretam variacdes das grandezas (variacdes das fun¢des) que delas dependem. A nog¢io de
infinitésimo ou variagio infinitesimal de uma grandeza foi introduzida por Arquimedes cerca
de 250 anos antes da era crista.

O Calculo diferencial se baseia no quociente das varia¢des para definir a derivada de uma
funcio. Esse quociente recebe o nome de taxa de variagio média da fun¢io num determinado
intervalo. No cilculo integral, consideram-se somas nas quais cada parcela ¢ um produto do
valor de uma funcio pela varia¢io infinitesimal da variavel independente.

Tanto no Calculo diferencial quanto no Calculo integral, o conceito de limite é empregado
como uma forma de assegurar que as variacdes infinitesimais das duas grandezas sejam irriso-
riamente pequenas, tio pequenas quanto possam ser. E nesse sentido que tomamos o limite em
que a variagio da variavel independente tende a zero.

A definicio de derivada a partir do conceito de limite foi introduzida por Cauchy, e permite
um tratamento formal e rigoroso desse conceito. Tais desdobramentos acabam convergindo
para a analise matematica.

Tendo em vista que uma das primeiras aplicagdes do Calculo ¢ a de encontrar a reta tan-
gente a uma curva, que ¢ o grafico de uma funcio, passando por um determinado ponto (e
essa é a interpretacio geométrica da derivada de uma funcio), a origem do calculo diferencial
remonta aos tempos dos gedmetras gregos. Alguns conceitos basicos do Calculo sio conhecidos
e estudados ha mais de dois milénios. Esse é o caso do problema da tangente a uma curva, o qual
foi analisado primeiramente por gedmetras gregos, com destaque para Euclides.

A versio moderna do Cilculo se iniciou quando Isaac Newton (1643 — 1727) procurou um
novo método matematico para analisar as consequéncias das suas leis da dinamica. Deu a ele
o nome de calculo dos fluxos (ou flixons). No entanto, as primeiras publica¢des nessa fase do

desenvolvimento inicial sio devidas a Gottfried Leibniz (1646 — 1716).
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A notacio atualmente utilizada no Célculo possui muitas caracteristicas que foram introdu-
zidas por Leibniz.

O Cailculo ¢é fundamental para expressar e entender as leis fisicas. Mas ele também ¢é til em
todas as areas do conhecimento.

Como veremos, a taxa de varia¢do de uma grandeza f com respeito a X, salvo raras exceg¢des,
depende da variavel x. Essa nova funcio, obtida da fun¢io dita primitiva (a fun¢io f), é deno-
minada fun¢io derivada de f, e ela serd representada pela fun¢io g(x). Utilizando a notagio de
Leibniz, escrevemos essa nova fun¢io como:

g0 =L o g0 =L () i
dx

O Cilculo provée um método para a determinacio da taxa de varia¢io de uma funcio.

Ele ¢é baseado no conceito de diferengas da variavel dependente e da variavel independente (dai

o nome) e de considera¢des a respeito do limite do quociente das mesmas.

11.2 Diferencas

Podemos visualizar o comportamento de uma fun¢io construindo o seu grafico. Para tanto,
como explicado no texto sobre Limites, colocamos os valores assumidos pela variavel indepen-
dente, x, no eixo horizontal (o eixo das abscissas) enquanto anotamos os valores da variavel depen-
dente no eixo vertical (o eixo das ordenadas). Uma vez que os graficos fornecem importantes
informacdes sobre as fun¢des, suas derivadas e integrais, sua utilizacio é ampla no Calculo.

Consideremos dois pontos P, e P, sobre um grafico. Tais pontos tém coordenadas dadas por:

(xp,) =(x, f(x))

& 11.2

(x5, ) = (x5, f(x,))

Considerando os pontos acima, podemos introduzir duas diferengas. A primeira delas é a

diferenca das abscissas, diferenca essa que escrevemos sob a forma:

Ax:xz—xl 1.3

11 Derivadas de fungdes



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

A segunda diferenca relevante é a diferenca entre os valores assumidos pela fun¢io, quando
calculada para cada um dos dois valores de x, isto ¢, a diferenca das ordenadas. Assim, quando
uma grandeza (variavel dependente) é funcido de uma outra, aqui designada por x (variavel
independente), entio uma variagdo desta Gltima grandeza a partir de um valor inicial x , desig-
nada por Ax, acarreta uma variag¢io da variavel dependente.Tal diferenca é representada por Af.

Por definicio, temos que:
Af = f(x, +Ax)— f(x)) 114

O grafico da Figura 11.1 ilustra essas diferencas:
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Figura 11.1: Uma variacao Ax da varidvel independente acarreta uma variacdo Af da varidvel dependente

11.3 Taxa de variacao media

Ao quociente entre a variacao da variavel dependente e a variagio da variavel independente,

isto é, o comprimento do tamanho do intervalo associado a ela,

A _ f(r+AD)~ f(x)
Ax Ax

11.5

damos o nome de razio média das varia¢Oes ou taxa de varia¢io média da fun¢io considerada,

no intervalo dado.Tal taxa depende da varia¢io Ax considerada, bem como do particular ponto
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inicial x . Assim, a taxa de variagdo média de uma fung¢do, num intervalo [x, x, + Ax] contido
em seu dominio, é o quociente definido acima.

A taxa de variacio média tem um significado geométrico muito simples. De fato, como
podemos ver na Figura 11.1, ela nada mais é do que o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos (x, f(x,)) e (x,+ Ax, f(x, + Ax)). Uma vez que, por hipotese, esses dois pontos
pertencem ao grafico da funcio, essa reta ¢ a reta secante ao grafico por esses pontos.

s / N / A

Figura 11.2: Diferentes valores
do comprimento do intervalo
levam a diferentes taxas de
variagdo média.

B
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11.4 Taxa de variacao instantanea e pontual

E ficil determinar a taxa de variacio média de uma dada funcio, uma vez que ela envolve
apenas o calculo da fun¢io para dois valores distintos da variavel independente x, ou seja, ela é
definida, e portanto determinada, para um comprimento Ax do intervalo.

Podemos sempre reduzir o comprimento do intervalo, considerando valores da variavel
independente cada vez mais proximos, ou seja, valores cada vez menores de Ax. Em particular,
podemos pensar em valores muito pequenos (a despeito de nio termos ainda uma clareza
sobre o que isso significa). A tais valores diminutos damos o nome de valores infinitesimais.
Comprimentos de intervalos infinitesimais sdo denotados por dx.

O nosso interesse é determinar a taxa de variacio instantanea (quando a variavel inde-
pendente for o tempo), ou a taxa de varia¢io pontual (nos demais casos), de uma funcio f.
Tal taxa é denominada simplesmente taxa de variagdo de f no ponto x,. Ela é definida como
aquela que é obtida a partir de intervalos da variavel x cada vez menores. Mais precisamente,
estamos interessados em obter o valor da taxa que resulta quando consideramos o limite em que o

comprimento Ax do intervalo tende a zero. Esse limite define a taxa de variagio de fno ponto x,.
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Figura 11.3: Conforme Ax se aproxima de zero, o ponto (x, + Ax, f(x, + Ax)) se aproxima do ponto (x,, f(x,)), € a reta continua secante ao
grafico, sendo determinada por dois pontos cada vez mais préximos. Na posicao limite, quando Ax — 0, temos a reta tangente ao grafico
da funcéo no ponto (x, f(x,)).

Para calcular a taxa de variagio pontual de fno ponto x, pertencente ao dominio da funcio,
consideramos tanto os acréscimos positivos (Ax > 0) quanto os negativos (Ax < 0), de tal modo
que o intervalo aberto ]x, x, + Ax[, se Ax > 0, ou Jx,+ Ax, x [, se Ax <0, esteja inteiramente
contido no dominio da funcdo. Assim, fica subentendido que, ao calcularmos o limite quando
Ax—0, estamos fazendo Ax se aproximar de O tanto por valores positivos como negativos. Se o
limite assim definido existe e ¢é finito, ele define a derivada da fun¢io em um ponto do dominio

de f. Escrevemos, assim, que a derivada ¢ a funcio resultante desse processo limite, ou seja:

Z (1) iy L0 A0S0

11.6

Chamamos a atencdo para o fato de que ambas as diferencas do quociente tendem a zero
quando Ax—0. O resultado do quociente, no entanto, tende a um valor bem definido quando

existe a derivada da func¢do no ponto.

Figura 11.4: A derivada de uma fungao num determinado
ponto de seu dominio é o coeficiente angular da reta
tangente ao gréfico da funcao que passa por esse ponto.
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Tendo em vista 11.6, podemos, de modo equivalente, escrever:

i(xo)zlim f(x)_f(x()) 17
dx >N X=X,

pois Ax—0 equivale a x—x,, sendo x = x, + Ax.

Se a fun¢io f(x) admite a derivada em um ponto, dizemos que ela é derivavel nesse ponto.

Se, por outro lado, a func¢io f(x) admite a derivada em todos os pontos de um intervalo,
dizemos que a fun¢io é derivavel nesse intervalo. Observamos que estamos sempre nos refe-
rindo a um intervalo aberto. [sso se impde uma vez que, numa extremidade de um intervalo
fechado, nio temos como calcular o limite, o qual pressupde que o acréscimo Ax tenda a zero
pelos dois lados: tanto pela esquerda quanto pela direita.

Pode-se obter, a partir da funcio derivada, o incremento da fun¢io quando o incremento na

variavel x for infinitesimal. De 11.7, resulta que:
df = g(x)dx 18

onde g(x), de 11.1, é a funcio derivada da funcio f(x).

11.5 Primeiros exemplos
11.5.1 Funcao polinomial geral de grau 1
Escrevemos a fun¢io polinomial de primeiro grau mais geral possivel sob a forma:
f(x)=ax+a, 19

onde a, e a, sio dois parametros constantes que caracterizam a variavel dependente.

A partir de 11.9, temos

f(x+Ax)=ax+alAx+a, 11.10
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e, portanto, sua taxa de variagio média é constante:

A
—f:al 11.11
Ax

Tomando agora o limite da expressio acima, limite definido em 11.6, conclui-se que:

—=q, 1112

Assim, a func¢io derivada é, nesse caso, uma funcio constante.
A derivada da fun¢io constante, por outro lado, é obtida de 11.9, adotando-se o valor de

a, = 0. Como se pode verificar facilmente, a fungdo constante tem derivada nula.
11.5.2 Funcéao polinomial geral de grau 2
Escrevemos a fun¢io polinomial de segundo grau na forma mais geral possivel:
f(x)=ax’+ax+a, 1113

onde a, a, e a, sio coeficientes que caracterizam a dependéncia da variavel dependente.

De 11.10 temos:
f(x+Ax) =a,(x +Ax)’ +a,(x +Ax) +q, 11.14

Consequentemente, de 11.5, verificamos que, para um valor do comprimento do intervalo

Ax arbitrario, obtemos o seguinte valor para o quociente entre as variagdes:

Af

—=a,Ax+2a,x+a, 11.15
Ax

Resulta dai que a derivada de fun¢io quadratica é dada por:

dj
l=2a2x+a1 11.16
dx
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11.5.3 Funcao polinomial de grau n
Consideremos agora o caso de um polinémio de grau 7 da forma
P(x)=a,x" 117
Para determinar a sua derivada, fazemos uso do Teorema Binomial de Newton, obtendo:
P(x+Ax)=a,(x+Ax)" =a, (X" +nx""'Ax+---+(Ax)") 11.18

Assim, utilizando a expressio 11.18 e a defini¢cio de derivada, obtemos:

dP,
dx

_ n-1
(x)=n.a,x 11.19
Para um polindmio mais geral do que aquele da equagio 11.17:
P(x)=ax"+a, x""'+..+ax+a, 11.20

podemos verificar que sua derivada é dada como uma soma das derivadas de cada um dos

termos. Resulta assim, de 11.19, que a sua derivada sera dada pela expressio:

dP(x)
dx

-1 -2
=nax" +(n—-1a, x" ... +a, 11.21

Mais adiante, veremos que ¢é sempre verdade que a derivada da soma de duas fun¢des deriva-
veis num ponto ¢ igual a soma de suas derivadas. A demonstra¢io baseia-se no seguinte fato: uma
vez que as fun¢des sio derivaveis, os dois limites existem e sdo finitos e o limite da soma, como

vimos no texto anterior em que tratamos sobre Limites, nesse caso, é igual a soma dos limites.
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11.5.4 Vazao

Numa piscina de profundidade constante, com area da superficie igual a 4 e a dgua nela
contida atingindo uma altura /4, o volume de dgua da piscina depende apenas de 4. Nesse caso,

a variavel é a altura. Temos assim, para o volume de igua contida na piscina:
V(h)=Ah 11.22

Quer seja por causa da evaporacgio da agua, ou devido a defeitos de fabricagio ou a abertura de
um ralo para esvaziamento, o fato é que a altura da agua é func¢io do tempo. Assim, a variavel mais

importante, nesse caso, ¢ o tempo. Escrevemos o volume como func¢io do tempo sob a forma:
V(t)= Ah(t) 11.23

Esse exemplo ilustra o fato de que, muitas vezes, uma funcio pode ser representada como
funcio de outra func¢io. No caso de abrirmos o ralo da piscina, a taxa com que ela se esvazia

tem o nome de vazao e é definida como:
714 dh
—(()=A—(t 11.24
" (1) o (®)

Também veremos adiante que é sempre verdade que a derivada do produto de uma cons-
tante por uma fun¢io derivavel é igual ao produto dessa constante pela derivada da funcio.

Tal fato se baseia, evidentemente, no calculo de um limite e de suas propriedades.

11.6 Interpretacao geometrica da derivada

Consideremos o grifico de uma funcio arbitraria f(x). Admitamos que ele tenha a forma
daquele apresentado na Figura 11.3. Consideremos dois pontos sobre essa curva. O primeiro
deles ¢ um ponto P, associado a um valor arbitrario x, isto é P, = (x, f(x)). O segundo ponto,
P, & associado ao valor x + Ax, isto ¢, P, = (x + Ax, f(x + Ax)).

Fundamentos de Matematica |



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

Podemos fazer passar por esses dois pontos P, e P, uma - e apenas uma - reta denominada
secante ao grafico de f. O angulo de inclinagdo da reta secante em relagdo ao eixo x ¢ o angulo 0 .
Como se pode ver na Figura 11.3, a taxa de variacio média da func¢io no intervalo
[x, x + Ax] pode ser interpretada geometricamente como a tangente trigonométrica do angulo
de inclina¢io da secante, isto €, o coeficiente angular da mesma:
£=tg65(x) 11.25
Ax

A reta que tangencia a curva num determinado ponto € a reta tangente a ela por esse ponto.

A inclinacio da reta tangente pode ser obtida fazendo o limite da inclinacio da secante
quando consideramos intervalos de comprimento Ax cada vez menor.

Pode-se notar que, 2 medida que o comprimento Ax tende a zero, a reta secante tende a
reta tangente e, assim, o coeficiente angular da reta secante tende, no limite quando Ax—0, ao
coeficiente angular da reta tangente.

Portanto, a derivada da func¢io f(x) no ponto x pode ser interpretada geometricamente

como o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto (x, f(x)):
dj
—f(x) =1g0,(x) 11.26
dx

onde 0, ¢ o angulo de inclinagdo da reta tangente.

Observe que, de acordo com o lado direito da igualdade acima, é de se esperar que a incli-

nac¢io da tangente a curva dependa de x, o que, de fato, normalmente ocorre.

11.7 Derivadas de ordem superior

A derivada de uma funcio como definida anteriormente, é a derivada de primeira ordem.

Segundo 11.1, indicamos essa primeira derivada por:

g(x)= % . %(x)

11 Derivadas de fungdes
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Ao repetirmos o processo de derivagio sucessivas vezes, obtemos as derivadas de ordem
superior. Por exemplo, podemos definir a fun¢do derivada da fungdo derivada, ou seja, definimos

a funcio derivada de segunda ordem a partir do processo limite:

LT ()= tim EEFAV =) _ de(x) 127

dx Ax—>0 Ax dx

onde g(x) é a derivada de primeira ordem da funcio f(x).
Analogamente, derivando uma fungio n vezes, obtemos a derivada de ordem 7 da mesma.

Utilizamos a notacio:

d'f y_d|d"f
" (x)_dx{ a (x)} 11.28

00000

Exemplos

® ExempLO 1:
Se a fun¢io quadritica for uma fun¢io do tempo f = f(¢) dada pela expressio:

f(t)==5¢ +10r+2 11.29

a fungio derivada primeira é a fun¢do afim dada por:

m:—101+10

11.30
® EXEMPLO 2:
Lembrando que, se
P (x) = ax",
de 11.19,
dP, -
“(x)=n.a,x"",
dx (x) "
para o polindmio dado por
P (x)=10x° 11.31
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temos como fungio derivada a fungio P (x), cuja expressio é:
P,(x)=10-6x" =60x’ 1132
® EXEMPLO 3:
Considerando o caso de um polindmio da forma:
P(x)=5x"-2x* +10x’ = 3x* +2x -8 11.33

temos as derivadas de cada um dos termos:

d(5x°
( )—5 5x*=25x"
dbx
d(-2x*
( ):—2~4x3:—8x3
dx
d(10x°
( )=10-3x2=30x2
dx 11.34
d(—3x2)
———+=-3-2x=—6x
dx
d(2
Cx)_,
dx
d(—8
5,
dx
e, portanto,
B0 _ o5t g 1305 —6x 42 11.35
dx
® EXEMPLO 4:
No caso de uma funcio polinomial de grau 2, podemos escrever para a sua derivada segunda:
2
d—z(ax2+bx+c)=i(2ax+b):2a 11.36
dx dx

Da expressio acima resulta que a derivada segunda de um polindmio de segundo grau é uma
constante. No caso do polinomio 11.29, a derivada segunda é igual a =10, ou seja,

2

%(—5:2 +10t+2):%(—10t+10):—10 11.37
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® EXEMPLO 5:

Para um polinomio da forma dada pela expressio 11.17, P (x) = a x", podemos escrever para a sua
derivada segunda:

dan(x) _ 42" d (n . x"“) !

a =a, - =na =n(n—-1a x"? 11.38
dx’ " dx? 8 dx " odx (n=Da,
Podemos escrever a derivada terceira do polindomio 11.17, a partir de 11.38,
d’P.(x) dx"? 3
— 2 =pn(n—1)a =n(n-1)(n-2)a x" 11.39
2 (n—Da, = (n=1)(n-2)a,

Assim, para o polinémio P (x) dado pela expressio 11.31, podemos escrever a seguinte sucessio
de derivadas:

P.(x)=10x°
P,
CLACIRP
dx
d’P 11.40
o) _ 300,
x
d’P,
9ED _ 1p00x°
X
® EXEMPLO 6:
Para um polinomio da forma dada pela expressio 11.20,
P(x)=ax"+a, x""+.+ax+a,
a derivada segunda é obtida a partir da derivada primeira dada pela expressio 11.21, isto é,
dP(x _ e
aP(x) _ nax""' +(n-Da, x""...+aq,
dbx
Assim, a derivada segunda de um polindémio geral de grau n é dada por:
d’P(x) d .
— 2 =—(nax"" +(n-1)a, x""+-+2a,x+a
dxz dx( n ( ) n-1 2 1) 1141

= n(n - l)anx”’2 + (n - 1)(n - 2)an4x”’3 +--42a,
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Consideremos o caso do polindomio dado pela expressio 11.33. Sua derivada segunda é dada pela
derivada da derivada do polindmio. Assim, a partir de 11.41, obtemos:

d*P(x)_d

yEa (25x" —8x* +30x" — 6x +2) =100x" — 24x” + 60x — 6 1142
X

00000
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