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12.1 Introducao

O conceito de derivada de uma func¢io é um dos sustentaculos do Calculo e o introduzimos
no texto anterior. O objetivo agora é o de aprimorar o desenvolvimento do ferramental inerente
a0 assunto, a fim de poder operar com ele. Assim, neste texto deduziremos alguns resultados
relativos ao calculo de derivadas de fungdes simples. No estudo das derivadas de funcdes de
uma Unica variavel independente, Augustin Cauchy, em suas Oeuvres Completes, procura
distinguir as fung¢des simples — que, segundo ele proprio, sio consideradas como resultado de
uma Unica operag¢io aplicada a variavel independente — das fun¢des que sio construidas com o
auxilio de varias opera¢des, as quais sio chamadas de fun¢des compostas. As funcdes simples
que produzem as opera¢des corriqueiras da algebra e da trigonometria sio

a
a+x, a-x, ax, —, x', 4", log,x,
x

s€nx, COSXx, arcsenx, arccoSx

onde @ é um ntimero real e 4 é estritamente positivo e diferente de 1.
Para cada uma das derivadas das fun¢des simples, e suas inversas, apresentamos alguns exemplos

resolvidos, aplicando novamente o conceito de derivada que foi introduzido no texto anterior.

12.2 Derivadadey =ax",n € Z
12.2.1 Derivadade y = 1/x parax #0

No texto anterior, vimos a defini¢do de derivada de uma fun¢io num ponto do seu dominio

e, a partir dela, encontramos a derivada de
f(x)=x" 12.1
sendo 7 um ntimero natural. Assim,

f(x)==(x)=nx"" 122
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De modo mais geral, para a fungio

n

g (x ) =a.x 12.3
onde 7 é um ndmero natural, encontramos

g'(x)= Zx—g(x) =nax"" 12.4

Vamos considerar agora o caso em que o expoente é um namero inteiro, come¢ando com

O Caso em que

12.5

<
I
I

onde a é um numero real qualquer.

Vamos encontrar a derivada num ponto do dominio, isto €, x # 0. Temos duas situa¢des a
considerar:

i. x>0

Seja Ax tal que x + Ax > 0.

A relagdo entre as diferencas, isto €, a taxa de variacio média, se escreve agora como:

a4
A _x+Ax x 126
Ax Ax

ou seja,

&_(ax—a(x+Ax))'L o
Ax_ x(x+Ax) Ax '

Depois de efetuada a operacio de subtracio dos termos no numerador, a expressio 12.7

pode ser simplificada. Obtemos entio:

A __—aAx 1
Ax x(x+Ax) Ax 128
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dai resultando a expressio:

Ay —-a
=< 12.9
Ax x (x + Ax)
E, portanto, tomando o limite quando Ax tende a zero, isto &,
. A . —a a
hm—y= Iim——m=—— 12.10

A0 Ay AX—>0x(x+Ax): x’

obtemos a derivada da func¢io na primeira situacio.
iil. x<0
Seja agora Ax tal que x + Ax < 0.
Consideramos novamente a taxa de variagdo meédia e, ap6s as simplificagdes necessarias,

obtemos a mesma expressio

ﬂ_ —-a

Ax x(x+Ax) 1211

ondex<0ex+Ax<O.

Tomando o limite quando Ax tende a zero, isto &,

. Ay —-a a
lim —=1lm——-=-— 12.12
A0 Ax A0 x(x+Ax) X

ou seja, a mesma expressio que foi obtida na situacio anterior.
Assim, concluimos que a fungio y = a/x é derivavel em todo ponto do dominio e sua

derivada ¢é dada por:

a
y'=-= 12.13
X

Fundamentos de Matematica |



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

12.2.2 Derivadade y =ax", parax#0,n=—-—m, m € N,isto é, n é
um numero inteiro negativo
Sendo y=ax" = im, m natural, tomando o mesmo cuidado com o fato de considerar o caso
X
em que x > 0 e Ax é tal que x + Ax > 0, e depois o caso em que x <0 e Ax é tal que x + Ax <0,

temos em ambas as situagdes:

a4
&_(XﬁLAx)m x" 12.14
Ax Ax
ou seja,
m A mn m_ A "
ﬂzax a(x+ )C) L:aML 12.15

Ax x"(x+Ax)"  Ax x"(x+Ax)" Ax
Usando o Teorema do binémio de Newton e as simplificacdes possiveis, obtemos:

Ay —-m-x"" -Ax—[m(m—l)/Z]x’H-(Ax)Z—---—(Ax)m 1
—=q- JRp——
Ax x" (x+Ax)m Ax

12.16

Depois de efetuada a operagio de subtracio dos termos no numerador, a expressio 12.16
pode ser simplificada. Obtemos entio:
Ay —m-x"" —[m(m—l)/Z]x"“2 -(A)C)—---—(Ax)m_1

Y _,. 12.17
Ax x" (x+Ax)m

Tomando o limite quando Ax tende a zero, isto &,

. A a-m-x"" o
hm_y:_—2 =——m-a-x m-1 12.18
Ax—0 Ax x"
Mostramos assim que se
y= ax” 12.19
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com 7 um numero inteiro, a derivada existe em todos os pontos do dominio e

y'=n- ax"! 12.20

00000

Exemplos

® ExemrLO 1

H

1
No caso da fun¢io y = x°, utilizando 12.2,ja deduzida no texto anterior, temos ' = 5x*.Sendo y = — = x~
X

. . . , 6 =D
utilizando a relacio encontrada em 12.18, observamos que a sua derivada é y'=—5x"° = —
X

® EXEMPLO 2
Vamos escrever a equacao da reta tangente ao grafico da fun¢do y = — no ponto cuja abscissa é x = 2.

1
Notamos que a reta procurada passa pelo ponto (Z,Zj e tem coeficiente angular dado pela derivada

da func¢io em x = 2.

-2 1

Como, se y=—; entio y'=—, o coeficiente angular da reta tangente procurada ¢ m=——e a
x X

equagio dessa reta ¢:

1 1
y-g=-7(x-2),

4 4
ou seja,
1 N 3
y=——x+-=
47 4
2 3 “4-5
-1
-2
Grafico 12.1: O gréficode y = —-e
-3 x°
1
-4 a reta tangente no ponto 2,2
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® EXEMPLO 3

X se x>0
Sendo f(x)=|x|= v se x<0

vamos determinar o conjunto de pontos onde f'é derivivel.

— RESOLUCAO:

Em primeiro lugar, observamos que se trata de uma funcio cujo dominio é o conjunto dos nimeros
reais, que ¢ definida por meio das duas regras acima, dadas na expressdo da func¢do. A notagio de
valor absoluto apenas descreve tal fato de uma forma simples e rapida.

Para encontrar a sua derivada, precisamos analisar separadamente as situagdes seguintes:

a. x>0 e oacréscimo Ax positivo ou negativo, mas de tal maneira que x + Ax > 0;

b. x <0 e o acréscimo Ax positivo ou negativo, mas de tal maneira que x + Ax < 0;

c. x =0 e oacréscimo Ax positivo ou negativo.

Vejamos entdo cada uma dessas situacdes:

a. Sex>0ex+ Ax> 0, temos:

. |x+Ax|—|x| . X+Ax—x
Iim———=lim— =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

1

isto ¢, para x > 0, a derivada da funcio é 1.
b. Sex<0ex+ Ax <0, temos:

lim |x + Ax| - x| _ lim —(x +Ax) —(=x) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

-1

ou seja, para x < 0, a derivada da fun¢io é —1.

c. Sex =0, temos:

* seAx>0
lim |0+Ax|—|0| lim Ax 1
Ax—0, Ax A&x—0, Ax
* seAx <0
fim (0FAZO A
Ax—0_ Ax Ax—0_ Ax
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|0+ Ax| 0]

Logo, como os limites laterais sio diferentes, nio existe lim ,ou seja, nao existe a derivada
Ax—0

da fun¢io no ponto x = 0. Consequentemente, o dominio da fun¢io derivada é R — {0}.

4
3
2

1q

5 4 3 -2 -1 (01 2 3 4 5

1 Grafico 12.2: O grafico da derivada da
) X se x>0
2 funcéo f(x)= ‘x‘ = ,isto &, da
-x se x<0
E funcéo () 1 se x>0
uncéo f'(x) =
-4 -1 se x<0

00000

12.3 Derivadas das funcoes seno e cosseno

Analisemos agora a derivada da fun¢io y = sen x. A taxa de variacio média serd dada por:

Ay _sen(x+Ax)—senx -
Ax Ax '

Temos duas formas de efetuar o limite quando Ax — 0. Na primeira forma, escrevemos o
seno da soma como:

sen(x+Ax)=senxcosAx+senAxcosx 12.22

o que nos leva a concluir que a taxa de variacio média é dada por:

Ay (cosAx—1) senAx
— =senx + cosx 12.23
Ax Ax Ax
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Considerando agora o limite:

Ay (cosAx—1) senAx
lim — = lim | senx + cosx 12.24
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax
a partir do que vimos no texto sobre Limites, em 10.35 e 10.36, respectivamente, temos
. senAx
lim =1 12.25
Ax—0 A_x
e
cosAx—1
m Q =0 12.26
Ax—0 Ax
e, portanto,
. A
lim =~ = cos x 1227
Ax—0 Ax
de onde concluimos que
d(senx)
A ) cosx 12.28
dx

sen(x+Ax)—senx , N
consiste em utlllzar O

. A .
A segunda alternativa para calcular lim 2 im

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
fato de que:
sen(a+b)—sen(a—b):2senb-cosa 12.29
e, considerando a = x + % eb= ﬁ’ temos:
2 2
{ Ax} (ij
2cos| x+— [sen| —
Ay 2 2 12.30
Ax Ax
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0 que nos leva a uma expressao mais simples para a taxa de variacio média:

{ Ax} (Ax)
cos| x+— |sen| —
gz 2 2 12.31
Ax le
2

Tomando agora o limite quando Ax — 0 e levando em conta o limite 10.35, obtemos o resultado:

y'=cosx 12.32

Consideremos agora o caso da fun¢io y = cos x. Neste caso, a taxa de varia¢io média pode

ser escrita como:

Ay cos(x +Ax)—cosx

12.33
Ax Ax
Agora escrevemos o cosseno da soma utilizando a identidade:
cos(x +Ax) = cosxcosAx —senAxsen x 12.34

Substituindo tal identidade em 12.33, obtemos o seguinte resultado para a taxa de variagio média:

Ay (cosAx—1) senAx
——=cosx - senx 12.35

Ax Ax Ax

Considerando-se agora o limite quando Ax — 0,

Ax—1
lim&:lim cosx(COS al )—SenAxsenx

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax

12.36
Novamente, utilizando os limites dados pelas expressdes 10.35 e 10.36, obtemos a derivada
da fungio cosseno:

d(cosx)
dx

—Sen x 12.37
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Também poderiamos calcular

lim& _ lim cos(x+Ax)—cosx

Ax—>0 Ax  Ax—0 Ax

de outra maneira, que consiste em utilizar a identidade:

cos(a+ b)—cos(a—b)=—-2sena.senb

. Ax Ax
Considerando a = x+— e b=—, temos:

Ax Ax
-2sen| x+— |sen| —
Ay [ 2} (2)

Ax Ax

ou seja,

o que, de novo, nos leva ao resultado:

y'=-—senx

00000

12.38

12.39

12.40

12.41

12.42

® EXEmPLO 4

A reta tangente ao grifico de y = sen x na origem ¢ a
reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares,
isto é,a reta y = X.

De fato, o grafico de y = sen x passa pela origem e o coe-
ficiente angular da reta tangente nesse ponto é o valor

5 73 2

da derivada y' = cos x calculada em x = 0, isto é,m = 1.
Logo, a equagio da reta procurada é y = x.

Grafico 12.3: O gréfico de y = sen x 4
e a reta tangente na origem /
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® EXEMPLO 5
, s ,
Analogamente, pode-se mostrar que a reta tangente ao grafico de y = cos x, no ponto (E’O} éa

ta y Xtz
reta y=—x+—.
2

00000
12.4 Derivada da funcao logaritmica
Inicialmente, consideremos a fun¢io
y=Inx 12.43
cujo dominio é o conjunto dos nimeros reais estritamente positivos.
Sejax > 0 e Ax tal que x + Ax > 0.
A taxa de varia¢io média ¢ dada por:
Ay In(x+Ax)-Inx
Ax Ax 12.44
ou seja,
1
Ay _ 1 GtAx) 1 A () A 12.45
Ax Ax X Ax X X
Observando que
1 x|y X
ﬂzln(l+gjm =In (1+£)A)C =lln(1+£)m 1246
x X X X x
ao tomar o limite quando Ax — 0, temos:
tim ~Y = lim lln(1+§ij ~Line 1247
Ax—>0 Ax  Ax—-0| x X X

X

, N ) . Ax \Ax
uma vez que In é uma fun¢io continua e lim| 1+—| =e.
Ax—0 X
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Como In e = 1, temos finalmente

;1
y'l=— 12.48
X
Assim sendo, a funcio logaritmica de base e,y = Inx, em 12.43, tem derivada dada por
d 1
—(Inx)=— 12.49
dx X
Seja agora
y=log,x 1250
onde a base 4 ¢ estritamente positiva e diferente de 1.
A taxa de variagio média ¢ dada por:
Ay _log,(x+Ax)—log, x .
Ax Ax '
ou seja,
1 x|y X
A 1 A Ax \ax Ax \ax 1 Ax \ax
—y:—logAxJr x:logA i log, 1+—xj =—log, 1+28 12.52
Ax  Ax x x X X X

Agora, com os mesmos argumentos antes utilizados,

Ay 1 Axyor | 1 |
lim—=lim| —log,| 1+— =—log,e=—— 12,53
A0AY  A-0f x gA( X j X B4 xIn A4

Ine 1 . L
uma vez que log ,e = —— = ——. Dessa maneira, a fun¢io logaritmica de base 4,4 >0e 4 # 1,

In4 InA4
dada em 12.50, y = log,x, tem como derivada a fungio

1
Y xlnA

12.54
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12.5 Derivada da funcao exponencial

Inicialmente, consideremos a fun¢io exponencial de base e:

cujo dominio é o conjunto de todos os nimeros reais.

A taxa de variacdo média é dada por:

& B ex+Ax _ ex ex (eAx _ 1)

= 12.56

Ax Ax Ax
Agora,
X Ax _
lim ﬂ =lim M =e" 1257
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Ax _
pois Al)lcl;r%) v L

De fato, colocando u = €* —1, temos Ax = In(u + 1) e, quando Ax — 0,u — 0.
Entao,

CoeM—1 u ) 1 . 1 1
Ahmo =11n%1 =0T =hn3 v =—=1 12.58

u

Concluimos, portanto, que a derivada da fun¢io exponencial de base e, dada em 12.55,
y =e", & apropria fungio y = e, conforme 12.57.
Consideremos agora a fun¢io exponencial de base 4,

y= A* 12.59

onde A4 ¢é estritamente positivo e diferente de 1.
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A taxa de varia¢io média ¢ dada por:

&_A)HA)C—AX B Ax(AAx_l)

12.60
Ax Ax Ax
e
x AXx _
lim & = lim M =A"InA 12.61
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
AX _

uma vez que lim =InA.

Ax—>0  Ax

De fato, de maneira semelhante a que foi efetuada no caso da base e, colocando u = 4% —1,

temos Ax = log (u + 1) e, quando Ax — 0,u — 0.

Entao,
AN -1 u i 1 ) 1
lim =lim——— = hml— = hm—y
Ax—0 Ax u—0 logA(u + 1) u—0 710gA(u n 1) u—0 logA (7/[ + 1) u
u 12.62
= ! =lnAd
log e

Assim, a funcdo logaritmica de base 4,4 >0 e 4 # 1,dada em 12.59,y = A%, tem derivada

a funcio

y'=A"1nA4 1263
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® EXEMPLO 6

As retas tangentes aos graficos de y = In x no ponto (1, 0)
e de y = e* no ponto (0, 1) sdo paralelas.

De fato, sendo y = In x, temos ' = 1/x. Logo, a equacio
da reta tangente ao grafico da func¢io no ponto (1, 0) é
y=x—1.

Agora, sendo y = e*, temos ' = e* e a equacio da reta
tangente ao grafico em (0,1) éy =x + 1.

O paralelismo das duas retas é evidente pois, nos pontos

considerados, elas apresentam o mesmo coeficiente angular.

Grafico 12.4: As retas tangentes aos gréaficos de y = Inx
no ponto (1, 0) e de y = e* no ponto (0, 1) sao paralelas.

00000
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