0 TEOREMA DO VALOR MEDIO E
APLICACOES DAS DERIVADAS

Gil da Costa Marques

14.1 Introducéo
14.2 0 crescimento/decrescimento de uma fungdo num intervalo
e os pontos de extremo
14.3 A concavidade do gréfico de uma fungdo num intervalo
contido em seu dominio e os pontos de inflexao
14.4 0 Teorema do Valor Médio
14.5 Determinagdo dos pontos de maximo, minimo e de inflexao
14.6 Um estudo de caso: o grafico de uma fungao
14.7 Taxa de variagdo média e instantanea
14.8 Geometria: a reta tangente a uma curva
14.9 Determinacgdo dos Pontos de Maximo, Minimo e de Inflexao
14.10 Cinematica: velocidade e aceleragéo
14.10.1 Velocidade
14.10.2 Velocidade escalar
14.10.3 Aceleragdo escalar
14.11 Dindmica: A Lei de Newton
14.12 Cinética quimica
14.13 Tendéncias de mercado

LicEnciATURA EM CIENCIAS - USP/ Univesp




Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

14.1 Introducao

Na formulacio newtoniana, as primeiras aplicacdes do calculo diferencial eram voltadas
para a dinamica. O problema de encontrar as tangentes das curvas se revestia de uma grande
relevancia naquela época, e se transformou rapidamente numa importante aplicacio do cilculo.
Hoje em dia, sio muitas as aplica¢des do calculo diferencial nas ciéncias, nas areas tecnoldgicas
e em outras areas do conhecimento. Podemos citar a cinética quimica, a fisica, a meteorologia,
a economia e a geometria, entre outras.

Em textos anteriores, quando foram introduzidas as primeiras ideias a respeito da derivada de
uma fun¢io de uma variavel real, ja foram apresentadas algumas aplicacdes do calculo diferencial,
especificamente no que diz respeito a taxa de variacio de uma grandeza em rela¢io a outra, bem
como ao considerar a reta tangente num ponto de uma curva, que ¢ o grafico de uma fungio.

Antes de apresentar outras aplicagdes, vamos introduzir um importante teorema do calculo
diferencial, que é o Teorema do Valor Médio e que permitird entender o comportamento

de uma fungio que é derivavel e, portanto, continua em seu dominio.

14.2 0 crescimento/decrescimento de uma
funcao num intervalo e os pontos de extremo

Em primeiro lugar, vamos retomar os conceitos de func¢io estritamente crescente ou estri-

tamente decrescente num intervalo a fim de fixar tal nomenclatura.
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Definicao: Uma fungio fé dita estritamente crescente num intervalo / quando, para
quaisquer x, e x,, com x, < x,, temos f(x,) < f(x,).
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Grafico 14.1: a) A funcéo exponencial f(x) = e* é uma funcao estritamente crescente em seu dominio, bem como
b) a funcéo logaritmica g(x) = In x também ¢ estritamente crescente em seu dominio.

Analogamente, temos:

Definicao: Uma fungio fé dita estritamente decrescente num intervalo I quando, para
quaisquer X, e X,, com x, < x,, temos f(x,) > f(x,).

o y o y

3 3
2 2
1 \ |
-4 -3 -2 -1 1 2 3 X -4 -3 -2 1 2 3
-1
-2
-3
-4 4

Grafico 14.2: a) A funcéo exponencial f(x) = e™ é uma funcéao estritamente decrescente em seu dominio, bem
como b) a fungéo logaritmica g(x) = In(—x) também é estritamente decrescente em seu dominio.
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Uma fung¢do pode ser estritamente crescente num intervalo e estritamente decrescente em

outro, como é o caso, por exemplo, das fungdes trigonométricas y = sen x ou ) = oS X.

Outro conceito importante no estudo da variagio de uma grandeza é o de ponto
de extremo num intervalo contido no dominio.

Definicao: Seja I um intervalo aberto, tal que / < Dom £, e seja x, € 1. Dizemos
que x, é um ponto de maximo local para f'quando existe uma vizinhanga ¥ de x, tal
que f(x) <f(x,), para todo x em V. Analogamente, x, é um ponto de minimo local
para f'quando existe uma vizinhanga V' de x, tal que f{x) > f(x,), para todo x em V.

Vale observar que nem sempre existe algum ponto de miximo ou de minimo e, quando
existe, ndo necessariamente ¢ tnico. As func¢des dos Graficos 14.1 e 14.2 nio tém ponto de
maximo ou de minimo. As fun¢des trigonométricas y = Sen x ou y = €OS X possuem infinitos
pontos de maximo e infinitos pontos de minimo.

O ponto x,é um ponto de maximo global quando f{x) < f(x ) para todo x pertencente
ao dominio da funcio. Analogamente, o ponto x, ¢ um ponto de minimo global quando

f(x) = f(x,) para todo x do dominio.
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Grafico 14.3: A funcdo f(x) = x> — 2 possui um ponto Grafico 14.4: O ponto (-3, —2) & um ponto de méaximo
de minimo local em seu dominio, que é o ponto (0, -2) e local para f(x) = —(x + 3)* — 2 e esse ponto é tambem
esse ponto é também o ponto de minimo global 0 ponto de maximo global.
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Grafico 14.5: A funcéo f(x) = x(x — 1)(x — 3)
possui um ponto de méximo local no intervalo
3 [0, 1] e um ponto de minimo local no intervalo
[1, 3]. Nao tem ponto de méximo global, nem
ponto de minimo global.

-4

Temos ainda a seguinte propriedade: sendo f uma fun¢io continua com um maximo
ou um minimo local num ponto x,, no qual f'é derivavel, entdo, f(x,)) = 0, isto é, x, é um
ponto critico para f, ou seja, a reta tangente ao grafico de fno ponto (x,, f(x,)) é horizontal.

Convém observar, porém, que o fato de a derivada ser nula num ponto nio garante que esse
ponto seja um ponto de extremo. E o caso da funcio f(x) = x3, por exemplo, cuja derivada se

anula na origem, mas esse ponto nio ¢ nem de maximo nem de minimo.

14.3 A concavidade do grafico de uma funcao
num intervalo contido em seu dominio
e os pontos de inflexao

A fim de introduzir o conceito de concavidade do grafico de uma fungio, consideremos f
uma fungio derivavel num intervalo aberto e seja x, um ponto desse intervalo. Lembramos que

a reta tangente ao grafico de fno ponto (x,, f(x,)) tem a seguinte equagio:

y=rf(x%)=1"(x) (x-x)
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Isso significa que a reta tangente pode ser vista como o grafico de uma funcio polinomial

de primeiro grau 7, assim definida:

T(x)=f(x)+ /(%) (x=x)

Definicao: Dizemos que o grifico de f tem concavidade para cima no intervalo aberto /
quando f(x) > T(x) para todos x e x, em I, sendo x # x,.

y

N

1
Gréfico 14.6: O gréfico da fungdo f(x)=—+x,
-1 1 2 3 X X

1
no intervalo |:E’ 5 |, apresenta concavidade voltada

para cima.

Definicao: Dizemos que o grifico de f tem concavidade para baixo no intervalo aberto 1
quando f(x) < T(x) para todos x e x, em /, sendo x # x,.

Observagio aniloga a de cima.

y
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Grafico 14.7: O gréfico da fungao g(v) =——=-2x+2,

X
1

no intervalo {5, 5} apresenta concavidade voltada para baixo.

-4
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Evidentemente, o grafico de uma func¢io pode apresentar concavidade para baixo em algum
intervalo do dominio e concavidade para cima em outro intervalo, havendo, portanto, um ou
mais pontos de mudanga de concavidade.
y

5
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Grafico 14.8: No gréfico de y = senx, podemos observar
que, nos intervalos do tipo [2kn, 2k + 1)n, k € Z, a

-2 concavidade do gréfico é para baixo, ao passo que, nos
intervalos do tipo [(2k + 1)xt, 2knt], k € 7Z, a concavidade
-3 do gréfico é para cima.

Definicao: Seja fuma funcio continua e x, um ponto do dominio. O ponto x, ¢ denominado
um ponto de inflexdo de f quando nele ocorre mudanca de concavidade do grifico.
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Grafico 14.9: a) O grafico da funcao f (x) = —EX(»’C—z)(«‘C—@, definida no intervalo [0, 6], possui um ponto de

inflexdo em x = 8/3;
(x-2)" se0<x<2

B , definida no intervalo [0, 4], também possui um ponto de
4-(x-4) se2<x<4

b) o gréfico da funcédo g(x)=

inflexdo em x =2
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Numa linguagem mais simples, podemos dizer que:
® Se o grafico de uma fungio fse situar acima das retas tangentes, cada uma tracada em um
ponto da curva num intervalo /, para todo ponto de /, dizemos que sua concavidade é
positiva ou que a curva é concava nesse intervalo, ou ainda que ela é concava para cima em 1.
® Se, por outro lado, a curva estiver sempre abaixo das retas tangentes, cada uma tracada
em um ponto da curva no intervalo considerado, para todo ponto pertencente a esse
intervalo, dizemos que a concavidade da curva é negativa, ou que, nesse intervalo, ela é

convexa, ou ainda que ela é concava para baixo em /.

14.4 0 Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio (TVM), como ja foi anunciado, ¢ de grande importancia no
Cilculo Diferencial e permitird que se relacione o sinal da derivada de uma funcio com seu
crescimento ou decrescimento em determinado intervalo, bem como que se relacione o sinal

da derivada segunda com a concavidade do grafico da fungio.

Teorema

Se f'é uma funcio continua num intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo
aberto ]a, b[, entio existe ¢ pertencente a ]a, b[ tal que a reta tangente ao grafico
de f'tracada pelo ponto (¢, f( ¢)) é paralela a reta que passa por (@, f(@)) e (b, f( D)),
isto é, f'(c) = M,

-a

A demonstracio desse teorema pode ser encontrada em textos especificos de Calculo e ndo
serd apresentada aqui. Entretanto, é conveniente observar no Grafico 14.10 uma situagio em
que se aplica o TVM. A funcio considerada é f(x) = x(x + 2)(x — 3) no intervalo [—3, 4].
Observamos que a reta que passa pelos pontos (=3, —18) e (4, 24), extremidades do grafico de
f, é areta de equacio y = 6x. (Verifique!)

Uma vez que f'(x) = 3x*> — 2x — 6, podemos determinar os pontos do grifico de fem que

a reta tangente tem coeficiente angular 6, isto ¢, ¢ paralela a reta y = 6x.
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Efetuando 3x> — 2x — 6 = 6, encontramos:

y 1+37 1-37

20 3 3

15 ~ s .
que sao OS pPOossivels valores de ¢ mencionado no

10 TVM, pertencentes ao intervalo |—3, 4[. Sendo
5 assim, a reta tangente ao grafico de f que passa
1+~ 1++
20 15 -0 5 5 10 15 X pelo ponto 337,f 337 ¢ paralela a
s

. reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto

s 1-J37 (1-37

f e ambas tém coeficiente

3 3
ho

Grafico 14.10: O grafico da funcao f(x) = x(x +2)(x—3) angular igual a 6.
no intervalo [-3, 4].

‘u E importante observar que o TVM nio garante a unicidade do

ponto ¢, mas apenas a existéncia. No caso da func¢io apresentada
no Grafico 14.10, foram dois desses pontos.

Observemos agora uma primeira consequéncia do TVM, que relaciona o sinal da primeira
derivada da fun¢io com o seu crescimento/decrescimento.
1. Seja fuma fungio continua num intervalo /, derivavel no interior de I:

a. Se f'(x) > 0 para todo x interior a I, entio, f'serd estritamente crescente em /.

b. Se f'(x) < 0 para todo x interior a /, entio, f serd estritamente decrescente em 1.

a. De fato, basta verificar que, quaisquer que sejam x, e x, em /, com x; < x,,

temos f(x,) < f(x,).
Como f'é continua em [/ e derivavel no interior de /, pelo TVM, existe ¢ € Jx,, x,[ tal que
x,)—f(x x,)—f(x
f'(c)z—f( )=/ 1). Logo, como f"(c) > 0, temos: —f( )= /()
X, =4 X, =%
temos x, — x, > 0 e, portanto, f(x,) — f(x,) > 0,isto ¢ f(x,) > f(x)).

b. A argumentacio, nesse caso, é analoga.

>0 e, como x, < x,,
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Exemplos

® ExempLO 1:
Vamos encontrar os intervalos de crescimento/decrescimento da fung¢io:

f(x)_ﬂ

124
— RESOLUCAO:
2 2 2 2
Em primeiro lugar, Dom f = —oo% U —g,g U %34.00

Vamos determinar a derivada de f'e estudar o seu sinal.
Temos:

(2)(-1—1)(1—2)62)—(362 +x)(—4x) _ 2% +2x +1
(1-22) (1-22)

£()=

Uma vez que o denominador é sempre positivo, o sinal de f* depende apenas do sinal do numerador.
Como o trindmio do numerador também é sempre positivo (verifique!), o sinal de [’ é sempre

positivo em todo o dominio.

Logo, a fun¢io f'é estritamente crescente em cada subintervalo do dominio. Uma observa¢io impor-
tante € a de nio podemos simplesmente afirmar que a fungio é estritamente crescente, pois isso € falso!

y

3

-2
3 Grafico 14.11: O gréfico de
- 2
. X +Xx
f(x)==75
-4 1-2x
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® EXEMPLO 2:
Vamos encontrar os intervalos de crescimento/decrescimento da fung¢io:

— RESOLUCAO:
O dominio da func¢io é: Dom f'= R, pois 0 denominador nunca se anula.
Como

f,(X)=eX —;i'ex =ex (12X_X)=(1_\,x)

e e e

observamos que o denominador nunca se anula e o sinal de /' depende apenas do sinal do numerador.
Uma vez que f'(x) =0 para x = 1, temos:

® parax < 1,f"(x) > 0;logo, f'¢é estritamente crescente nesse intervalo;

® ¢ parax > 1,f'(x) < 0;logo, fé estritamente decrescente nesse intervalo.

Consequentemente, X = 1 é um ponto de maximo local para f, que também é global.

Podemos observar esses fatos no grafico de f:

-2

-4

-6

X

o

e

Grafico 14.12: O grafico de f(x) =

00000
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Uma segunda consequéncia do TVM relaciona o sinal da segunda derivada da fun¢io com
a concavidade de seu grafico.
2. Seja fuma funcio derivavel pelo menos até segunda ordem num intervalo aberto /.
a. Sef"(x) >0 em [, entdo, o grafico de ftera concavidade para cima em /.

b. Se f"(x) <0 em [, entio, o grifico de fterd concavidade para baixo em 1.

a. De fato, basta verificar que, quaisquer que sejam X, e X, em /, com x, < x,, temos
S'(x,) <f'(x,) e, portanto, a concavidade do grafico é para cima.
Como f” é continua em [ e derivavel no interior de /, pelo TVM, existe ¢ € ]x,, x,[ tal que
() = S'(x) = f'(x) S ()= f'(x)
X, — X, X, — X,
temos x, — x, > 0 e, portanto, f'(x,) — f'(x,) > 0, isto &,1"(x,) > f'(x,).

" .
. Logo, como f"(c) > 0, temos: >0 e, como x, < x,,

b. A argumentacio, nesse caso, é analoga.

00000

® EXEMPLO 3: X
Vamos estudar a concavidade do grifico de f(x)=—.
e

Ja vimos que o dominio da func¢io é: Dom f'= R, pois o denominador nunca se anula.
Como
f-xe' e'(l-x) (I-x)

2x X

e e e

fix)=5

temos que a derivada segunda de f'é dada por:

” - —(1-x)e" 2¢"+xe" (x-2
frn="E G e e (02

e e

Observamos que o denominador nunca se anula e o sinal de /" depende apenas do sinal do nume-

rador. Uma vez que f"(x) = 0 para x = 2, temos:

® para x <2, f"(x) < 0;logo, f" é estritamente decrescente nesse intervalo e a concavidade do
grafico é voltada para baixo;

® cparax > 2, f"(x) > 0;logo,f" é estritamente crescente nesse intervalo e a concavidade do grafico
¢ voltada para cima.

Consequentemente,x = 2 é um ponto de inflexdo para f; pois nele ocorre mudanga de concavidade

no grafico.

Podemos observar tais fatos no grafico de f(Grafico 14.12).

00000
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14.5 Determinacao dos pontos de maximo,
minimo e de inflexao

Como vimos, nos pontos de maximo ou de minimo locais, a taxa de variacio pontual, ou
instantanea quando for o caso, se anula. Assim, nesses casos, para o valor X, da variavel indepen-

dente, a derivada da funcio f(x) se anula:

X=Xy

ou seja, tais pontos si0 pontos criticos para a fung¢io f.

A partir de tudo o que foi desenvolvido neste texto, para decidir de que tipo é o ponto
critico, podemos recorrer a andlise da derivada segunda calculada em x = x|,

Considerando-se, pois, o sinal da derivada segunda nesse ponto, temos as possibilidades:

a. Se a derivada segunda no ponto for positiva, isto é, se:

d’ f(x)

dx2 = f”(‘xo) > Oa

X=X,

entdo, o ponto de coordenadas (x,, /(x,)) ¢ um minimo local da funcio f(x).

b. No caso em que a derivada segunda da fun¢io no ponto for negativa, isto &, se:

d’f(x)

x> =f"(x)) <0

X=X,

entdo, o ponto de coordenadas (x,, f(x,)) ¢ um maximo local da fungio f(x).

Agora, se X = x, for um ponto critico e também for um ponto de inflexdo, temos:

d’f(x)

i =/"(x)=0

X=X,

Essa condi¢io, porém, nio ¢ suficiente, pois, por exemplo, no caso de

fx)=x*
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temos

@ =ax

e, portanto x = 0 é ponto critico da f.

Temos também

() = 120

que se anula em x = 0, mas (0, f(0)) = (0,0) nio é ponto de inflexdo.

14.6 Um estudo de caso: o grafico de uma funcgao

Todos os conceitos que foram apresentados e os resultados que foram construidos nos per-

mitem estudar o comportamento de uma fun¢io em seu dominio e elaborar o seu grafico.

1
Vamos fazer isso para o caso da fung¢io f(x)= ax
X

i. Dominio
Nesse caso, temos Dom f'=R",
ii. Interseccdes com os eixos
Como x > 0, nio ha intersec¢do com o eixo y.
Por outro lado, y = 0 <> x = 1; portanto, o grafico intercepta o eixo x no ponto x = 1.
iii. A primeira derivada
Como f(x)= ln_x, temos f'(x)= ﬁ e Domf" =R" .
X X
iv. Pontos criticos da funcio, ou seja, pontos que anulam a primeira derivada

Temos: f'(x) =0 1 —lnx=0x=e.
1

Logo, no ponto (e, f(e)) = (e,—] a reta tangente ao grafico ¢ horizontal.
e

V. Estudo do sinal da primeira derivada
® 0 <x<e:f'(x) >0 e, portanto, f é estritamente crescente

® x>e:f'(x) <0 e, portanto, f é estritamente decrescente
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Logo, x = e ¢ um ponto de maximo local e, como ¢é o Gnico ponto critico, ¢ também o
ponto de maximo global.

Vi. A segunda (%erilvada 3101
Como f'(x)= _—an, temos f"(x)= L3nx e Dom /" =R" .

Vvii. Pontos que anulam a segunda derivada ou pontos criticos da primeira derivada

Temos: f"(x)=0< -3+2Inx=0<x= e%.

viii. Estudo do sinal da segunda derivada

e 0<x< e% :f"(x) <0 e, portanto, f” é estritamente decrescente e fé concava para baixo
° x> 63213 f"(x) > 0 e, portanto, f* ¢ estritamente crescente e f'é cOncava para cima

Logo,x =e’? é um ponto de inflexio, pois nele ocorre mudanca de concavidade. Temos que
)3
2

iX. Limites nas extremidades dos intervalos que constituem o dominio da funcio

. Inx . .
® ]im — =—o0, uma vez que limIlnx =—-00 e lim — = +oo.
=0t x x—0" x-0" x
Inx y
° lim — = lim £X = lim — =0, pois, no limite inicial, o numerador e o denominador
X—>+o  x X—>+00 1 X—>+0

tendem a +o0, sendo entdo possivel aplicar L'Hospital.

X. O grifico de f(x)= Inx

. X . .
Colocando todas as informag¢des coletadas num sistema cartesiano, temos finalmente o

Grafico 14.13.

8
y
7

o . Inx
1 Grafico 14.13: O gréfico da funcéo f(x) = —— no qual
X

1
podemos observar o ponto [e,f , que é o ponto de
e

/E/j
2

méaximo global, e o ponto de inflexdo: (e
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A seguir, vamos apresentar aplicacdes do Calculo Diferencial nas ciéncias. Algumas ja foram
vistas no decorrer do desenvolvimento em textos anteriores e serdo apenas retomadas; outras

ampliam o contexto considerado, mostrando a poténcia do Calculo.

14.7 Taxa de variacao meédia e instantanea

Se uma grandeza fisica variar com o ;400

tempo, podemos definir duas taxas de _ oo

variacio: a média e a instantanea. Para 40000

entender isso, consideremos a taxa de 20000

variagio de um indice como o Indice 20000
Bovespa. Representaremos tal indice
10000

pela letra /.

Num dia tipico, o indice Bovespa 0 10 20 30 40 50 60 70
pode variar aproximadamente de indice Bovespa - Fechamento
acordo com o gréﬁco da Figura 14.1. Figura 14.1: Exemplo da variacdo do indice Bovespa.

Podemos estar interessados na taxa de variagio entre dois instantes de tempo. Assim, imagi-
nemos que, no instante de tempo 7,, o indice seja [, ou seja, I, = I(¢,).Imaginemos que no ins-
tante ,, admitido posterior a £, o indice seja [, onde I, = I(¢,). Assim, no intervalo de tempo
At, dado por At = ¢, —t,, houve uma varia¢ao do Indice Bovespa dado por Al = I(t,)) - 1(t)).

Definimos a taxa de variagdo média como o quociente entre a variacio do indice Al e

o intervalo de tempo decorrido At:

AV 4
taxa de variacdo média =— 14.1
At

No entanto, muitas vezes, para fins de tomada de posi¢do em relagio a comprar ou vender
acdes, ¢ mais importante saber a taxa de variacio num determinado instante de tempo. Tal
grandeza recebe o nome de taxa de variagdo instantdnea. Para defini-la, introduzimos um
conceito muito importante na matematica, que ¢ o conceito de limite.

Observemos primeiramente que a taxa de variagdo média ¢ definida tomando-se dois ins-

tantes de tempo. A taxa de variacio instantanea devera ser definida num determinado instante
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de tempo. Assim, para defini-la, recorremos ao artificio de tomarmos intervalos de tempo At
cada vez menores. Portanto, estaremos falando, ao tomar o limite no qual o intervalo de tempo
At tende a zero, de um s6 instante de tempo. Definimos, portanto, a taxa de varia¢io instantanea

através do processo limite:

Al

taxa de variagdo instantanea =lim
At—0 At

14.2

00000

® EXEMPLO 4: 4+ Vitros)

Um tanque tem 500 litros de agua; por meio de

uma torneira mal fechada, a idgua comeca a escoar.

O Grafico 14.14 ilustra a variacio do volume de dgua

com o tempo.

a. Calcule a taxa de variagio média do volume no inter-
valo At compreendido desde # = 0 até £ = 10 min.

b. Idem, para o intervalo t = 10 min até # = 60 min. ——t
o] 10 20 30

f(min)
40 50 60 70 80 90 100

Grafico 14.14: A variacao do volume da dgua no tanque.
— RESOLUCAO:

A taxa de variacdo média do volume é determinada pela razio entre a variagio de volume AV que

ocorre num determinado intervalo de tempo Af.Vamos denominar essa razio pela letra grega “fi”
AV . Unid (AV
=—— A respectiva unidade de medida sera: unld((Dmédia) Z#.
At Unid (A7)
No SI (Sistema Internacional de Unidades), AV é expresso em m? ¢ Af, em s; logo, (@ . ) serd
expresso em m?*/s =

maitscula; logo: @ ..

média
m?.s™". No caso presente, o volume é expresso em litros e o intervalo de

tempo em minutos; nesses termos — Unid(D = litros/minuto.Vamos as respostas:

média)

AV V-V, (350-500)litros

a. dia = = —15litros/minuto . O sinal negativo significa que
At t,—t,  (10-0)minutos / & ¢ 1
o volume de agua contido no tanque diminui, em média, a razio de 15 litros por minuto.
AV V. -V 150 —350)litros . )
b. ¢, =—"="—"= ( ) =—4 litros/ minuto

At ty—t,  (60-10)minutos

00000
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14.8 Geometria: a reta tangente a uma curva

y =fx)

Qlx,fx))

Grafico 14.15: (a) Reta tangente a uma curva;

(b) A tangente como posigéo limite das secantes.

Esse ¢ um problema classico da geometria. Assim, a busca
por encontrar uma forma de se determinar a reta tangente
a uma curva num ponto é resolvida com a descoberta do
calculo diferencial.

Se a curva for representada no plano cartesiano pelo grafico

de uma funcao y = f( x), temos:

_d ()
tg 6, = 2

14.3
X=X,
onde 0, ¢ o angulo formado pela reta tangente a curva no ponto
cuja abcissa € x; e o eixo x. Por exemplo, se quisermos deter-
minar o coeficiente angular da reta tangente a circunferéncia
de raio R e centro na origem (0,0), num ponto como aquele

indicado na Figura 14.2a, devemos comecar com a fung¢io:

y=vR*—x’ 14.4

Figura 14.2:
(a) Reta tangente

o C”C“”fi‘fémc‘a que descreve a semicircunferéncia superior. A deri-
num ponto e

(b retas tangentes  yada da fungdo é dada por:
em diferentes
pontos de uma

circunferéncia. dy —x

14.5

0,8

0,6
04
0,2

0

0,2

dx R2 _x2

e, portanto, num ponto da circunferéncia para o

qual a coordenada x = x, a inclinagio

—-X —X,

tg6y=—F7—— =F7—, 146
0 [R? _ 2 . R _x02

0

que ¢ o coeficiente angular procurado.Verifique para

04 -0,

o 02 04 06 08 1 12 14

o caso dos pontos da semicircunferéncia inferior.
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Assim, no caso do ponto de coordenadas

R 3R

(x,y)z E,T 14.7

=

isto ¢, quando x, = —, o angulo ¢é dado por:

2
-1

tg90=\/§

4 , —1
e o coeficiente angular da reta tangente é: //g .

=0, =150° 1438

00000

® EXEMPLO 5:
Consideremos o problema de determina¢io do coeficiente angular da reta tangente por um ponto

da curva que é o grifico de y = cos x.

— RESOLUCAO:

Escrevemos:
y(x) = cos x
Nesse caso,
dcos(x)
tg 0, = e =-—senx| __=-senx,
=20
X=Xq
y y Y
1.0
1.0,
0.5 0.5 0.5
X X
1 1 2 3 4 5 X 1 1 2 3 4 5 1 1 2 3 4 5
-0.5 -0.5 0.5
1.0 1.0
1.0
Grafico 14.16: a) reta tangente ao gréafico de y = cosx no ponto em que x = 0 b) reta tangente ao gréfico de y = cosx no ponto em que x = /2

¢) reta tangente ao grafico de y = cosx no ponto em que x = 3x/2.
Assim, no ponto em que x = 0, o coeficiente angular a reta tangente ao grafico de y = cos x ¢é nulo
e o angulo de inclina¢io da reta é de 0°.Veja o Grafico 14.16a. No ponto em que x = 1/2:

tgh, = —1

isto ¢, 6, = 135° (veja Grafico 14.16b). Para x = (37)/2, por outro lado, a reta tangente a curva
forma um angulo de 45° com a horizontal (veja Grafico 14.16c¢).
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® EXEMPLO 6:
Consideremos agora o problema de determinar a tangente a parabola, pelo ponto da curva cuja
abscissa ¢ dada por x = x,.

— RESOLUCAO:
Considerando-se a forma mais geral da parabola, temos:

=(2ax, + b)|

X=X,

tg 0, =%(ax2 +bx+c) =(2ax+b)|

x=x,
Por exemplo, no caso da posi¢io dada em metros, dependente do tempo (em segundos) como um
polindmio de segundo grau da forma:
y(t) =5t —10t+5
o grafico tem uma inclinagio que em cada instante de tempo ¢ = f, varia de acordo com:
tg 0, =107, —-10

Assim, a reta tangente a curva no instante ¢ = 1 tem uma inclina¢ido nula (ela é paralela ao eixo
dos tempos). Abaixo desse tempo, a inclina¢io é tal que o angulo é maior do que 90°. Acima desse
tempo, a inclinacio assume valores que se aproximam cada vez mais de 90°.Veja o Grafico 14.17.

Al |

4- ¢
34 3
24 2+

i 12 1 \ 2 1

Grafico 14.17: Inclinacédo da tangente para diferentes valores do tempo.

00000
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14.9 Determinacao dos Pontos de Maximo,
Minimo e de Inflexao

Considere a determinag¢do do ponto de maximo ou de minimo das fun¢des polinomiais de
segundo grau y(x) = ax* + bx + ¢ , de onde y'(x) = 2ax + b.

Maiximo ou minimo de uma fungio polinomial do segundo grau ocorre para um valor x_ tal que:
2ax,+b=0 14.9
ou seja, para o valor x, dado por:
X, =—— 14.10

e o valor do maximo, ou minimo, correspondente sera:

2

y =——+c 14.11
" 4a

Assim, o ponto de maximo, ou de minimo, tém coordenadas dadas por:

(xm,ym)=(—2£,—j—2+c] 14.12
a a

2
1
Por exemplo, os pontos de minimo das fun¢des quadraticas y = (x —%) +—,y=(x—-1) e

v =x*+ 1,sd0 dados, respectivamente, por (3/2, 1/g); (1, 0) e (0, 1).

403 2 - 1 2 3 4 x 4 3 2 - 1 2 3 4 x a4 3 2 1 T 2 3 4 =«

Grafico 14.18: Pontos de minimo de fungdes quadréticas.
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Temos assim uma forma de determinar os pontos de maximo e minimo locais do grafico de

um polindomio de grau n

P(x)=ax"+a, x""+...+a,x’ +ax+a,

n

Esses pontos serio designados por

(xm,ym) 14.13

onde o valor da variavel independente x ¢ tal que, para um polinémio de grau 7, satisfaz a equagio:
n-1 n—2 _
nax,” +(n-1.a, x,"~+..+2a,x, +a =0 14.14

isto €,x ¢ raiz da derivada.

Como vimos, nos pontos de maximo e minimo, a derivada de uma fun¢io polinomial se

anula. Escrevemos:

dﬂ_(x) =0 14.15
dx '

X=X,

O ponto (x,, y,) serd um ponto de maximo se, numa vizinhanga dele, a concavidade do
grafico da funcio for voltada para baixo, o que, como vimos antes, significa que a derivada
segunda da func¢io é negativa, isto é:

n(n-.ax,">+n-)(n-2)a, x, "> +..+2a,<0 14.16

Se tal expressio for positiva, o ponto serd um ponto de minimo.

Por exemplo, os pontos de maximo ou de minimo do polinomio ctubico

P(x)=x"+mx—n 14.17
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510 Os pontos para os quais sua derivada se anula:
3x,”+m=0 1418

Essa equacdo admite duas solu¢des para m < 0, uma solu¢io para m = 0, e nenhuma solu¢io
param > 0.
Consideremos o caso do polindémio:
P

(%) =(x=2)(x+2)(x=3)(x+3)= (x2 —4)(x2 -9) 1419

Sua primeira e segunda derivadas sio dadas, respectivamente, por:

GACY 2x(2x* —13)
X
2P (%) 14.20
L8 2(2x7 —13)+2x.4x =12x7 26
dx
Portanto, os pontos de maximo ou de minimo sio aqueles para os quais:
2x,(2x,% —13)=0 1421
Donde concluimos que os valores de x que satisfazem a condi¢io 14.21 sio dados por:
x,=0
. 14.22
x == —3
" 2
Tendo em vista que
2
P,
d A =0-26<0 1423
ax” | _,
e
d’p, 3)
24 =12 +,|— | —26=78-26>0 14.24
dx” | _, 13 2
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segue-se que o ponto cuja abscissa ¢ x = 0 é um ponto de maximo local, ao passo que os
m

. 3 . .
pontos de abscissas x ==+ B sio pontos de minimos locais.

Grafico 14.19: Pontos de méaximo
4 e minimo locais da funcédo 14.19.

14.10 Cinematica: velocidade e aceleracao

Algumas fun¢des obtidas por meio da derivada de outras fun¢des recebem nomes especiais.

A seguir apresentaremos algumas delas.

14.10.1 Velocidade

Muitas vezes referimo-nos a objetos que se movem lenta-
mente e objetos dotados de movimentos rapidos. Os dois
conceitos sdo relativos e se referem a taxa segundo a qual um
objeto muda de posi¢io. Como visto antes, a taxa de variacdo
¢ um conceito utilizado com muita frequéncia e, por isso,
muito importante na Fisica.

A velocidade ¢ definida como a taxa de varia¢io da posicio
de um objeto em func¢do do tempo. Se a posicio de um objeto
mudar com o tempo, ele tem, portanto, uma velocidade. Se ele
estd em repouso, sua velocidade é nula.

Um dos aspectos mais relevantes a respeito da grandeza fisica
denominada velocidade é o fato de que, quando determinada

Figura 14.3: Variacao da posicao de
um objeto em fungdo do tempo.
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de uma forma matematicamente precisa, ela nio sé indica a taxa segundo a qual a distancia
percorrida pela particula varia com o tempo, como também indica a dire¢io (bem como o
sentido) que a particula tomara a seguir.

A caracterizac¢do de cada ponto no espaco se da através das coordenadas do ponto. Portanto,
o conceito de velocidade é um pouco mais complexo do que parece a primeira vista. Sua
conceituagdo mais geral requer a anilise do movimento no espaco tridimensional.

A velocidade introduzida a partir do conceito de distancia percorrida nio permite indicar a dire¢io

do movimento da particula. No entanto, ela da a ideia de rapidez com que se da 0 movimento.
14.10.2 Velocidade escalar

Analisemos o movimento a partir de uma das suas propriedades, que ¢ a taxa de variagio
das distancias percorridas pelo movel. Quando um objeto se move ao longo de uma curva
bem definida, a distancia ao longo da curva até a origem varia com o tempo. A essa distancia
associamos o conceito de variavel espaco. Portanto, dizemos que, num movimento, a variavel
espaco ¢ funcio do tempo. Escrevemos:

s =s(1) 14.25

Digamos que, no instante de tempo £, a particula estava em s, e que, no instante 7,, ela esta
em s,. Admitiremos 7, > ¢, (Figura 14.3).

Assim, no intervalo de tempo At, dado por

At=t,—1, 14.26
houve uma varia¢do de espacos As, dada por

As =5, 14.27

Definimos a velocidade escalar média como o quociente entre a variacdo de espaco e o

intervalo de tempo decorrido:

14.28
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Observe que a velocidade escalar média sempre faz
referéncia a dois instantes de tempo (por isso, falamos
em média). No entanto, a velocidade na qual temos
maior interesse é a velocidade num determinado
instante de tempo. Tal velocidade é denominada
velocidade instantanea.

Para definirmos a velocidade instantanea, de-
vemos recorrer a um artificio matematico conhecido

como limite.

Observemos primeiramente que a velocidade
média ¢é definida tomando-se dois instantes de Figura 14.4: O velocimetro determina a velocidade
L. . . instantanea de um movel
tempo. Para defini-la num determinado instante,
basta tomarmos intervalos de tempo Af cada vez menores. Portanto, ao tomarmos o limite no
qual o intervalo de tempo Af tende a zero, estaremos falando de um s6 instante de tempo.

Definimos, portanto, a velocidade instantanea através do processo limite:

. . As
v=Ilimv, =lim— 14.29
A1—0 A—0 At

Num certo namero de casos, é relativamente simples calcular a velocidade instantanea.
Queremos determinar a velocidade no instante de tempo #. Assim, calculamos a velocidade

meédia entre os instantes t,=tet,=t+ At:

As  s(t+Ar)—s(1)

Vy="= 14.30
At At
e depois tomamos o limite quando Af tende a zero:
: .| s(e+Ar)—s(t
v(t)= fim 2% = lim s(e+an)=s(1) 1431

A0 Af A0 At

O processo-limite definido acima tem o nome de derivada da fung¢do s(f) com respeito

a0 tempo e se representa:

v(t)=d2(tt) =gg}){s(t+AAtz_s(t)} 14.32
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Considere o caso de um movel cuja equagio horaria dos espagos é dada por:
s(t)=56"-10+8 1433
Sua velocidade escalar instantanea &, portanto, dada por:

v(t)=%=10t—10 14.34

Considere agora o caso do movimento harmoénico simples. De acordo com a defini¢io de tal

movimento, ele ocorre sempre que a solucio das equacdes de movimento nos leva ao resultado
x (1) = Acos(or +6,) 14.35

onde 4 ¢ a amplitude do movimento, 6 ¢ um angulo denominado fase inicial, e ® é a frequéncia

angular do mesmo. A velocidade do mével que executa o movimento harmonico simples é dada por:

v(t)= & _ i(Acos(u)t +6,)) = A(-w)sen(or +6,) 14.36
dt dt
Obtemos:

v(1)=—Awsen(wt +6,) 14.37

de onde inferimos que a velocidade atinge um valor maximo dado por A® e ela ocorre nos
instantes em que o movel se encontra na origem (os valores de x = 0). Ademais, nos pontos para

os quais a velocidade se anula, a posi¢io atinge os valores maximos ou minimos.

14.10.3 Aceleracao escalar

Se a velocidade de um objeto varia com o tempo, diz-se que ele tem aceleragdo. Se a

velocidade é constante (isto é, nio varia com o tempo), a sua aceleracio é nula.
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140,

Figura 14.5: Variacdo da velocidade e tempo decorrido.
Supondo que, no instante £,,a particula tinha velocidade v, e no instante ¢, tenha velocidade
v, (Figura 14.5), definimos a acelerag¢@o escalar média de uma particula como o quociente

entre a varia¢io de velocidade (Av) e o intervalo de tempo decorrido (Af):

Av
a =— 14.38
A
onde Av ¢ a diferenca de velocidades da particula nos instantes ¢, e ¢, isto ¢:
Av = v, —v, 14.39

Mais importante que a aceleragdo média € a aceleragio instantanea. Como o nome indica, o
interesse é a obtencio da aceleragio num determinado instante de tempo. A maneira de defini-la,
a partir da aceleracio média, é tomar intervalos de tempo cada vez menores, isto é tomar o limite
em que o intervalo de tempo se aproxima de zero. Essa ¢ a situagdo na qual z, ¢ muito proéximo de

t,. Definimos, portanto, a aceleracio escalar instantanea através do processo-limite:
a= lim— 14.40

A partir da velocidade instantanea W(f), podemos calcular a aceleracio instantanea.

Primeiramente, calculamos a aceleracio média entre os instantes ¢ e ¢ + At:

. :vU+A0—vU) o

" At
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e, a partir daqui, tomamos o limite quando At — 0

a(t)= limﬁ = lim [w} 1442
At—0 At At—0 At

Esse processo-limite define a fun¢io de a(f) (com respeito ao tempo) e se representa:

a(r) ) _ m{w}

dt At

14.43

No caso do mével, cuja equagio horaria dos espagos é dada por 14.33, e a velocidade dada

em 14.34, sua aceleracio escalar instantanea ¢ dada por:

=—(10r-10) =10 14.44
dt
ou seja, sua aceleracdo é constante.

Retornando ao caso do movimento harmoénico simples, vemos que a sua aceleracdo instan-

tanea é dada por:
dv _d
a(t)=—=—(—odsen(wr +06,)) = —wA4(-w)cos(wt +6,) 14.45
dt dt
cujo resultado pode ser expresso como:

a(t) = Ao’ cos(wt +6,) = o’x (1) 14.46

Donde inferimos que a aceleragio atinge os valores miximos, dados por A®?, os quais

ocorrem nos instantes para os quais o movel se encontra nos pontos mais distantes da origem.

14.11 Dinamica: A Lei de Newton

Na dinamica, lidamos com duas taxas de varia¢do: uma taxa de varia¢io associada a posi¢io

e uma taxa de varia¢io instantanea. De acordo com a lei de Newton, escrevemos:

F =ma 14.47
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onde a forca pode depender explicitamente do tempo e implicitamente da posi¢io. Assim,

escrevemos no caso de forg¢as que dependem apenas de uma variavel:
F=F (X) 14.48

Para o caso de forcas conservativas (a maioria dos casos), a forca é dada como a derivada da
energia potencial. Assim, forcas como a elétrica e a gravitacional sdo definidas como taxas de
variagio instantaneas da energia potencial (U(x)). Nesse caso, escrevemos:

du (x)

F(x)= — 1449

A aceleracio, por outro lado, se escreve como uma derivada segunda da posicio, ou seja:

d’x(t
a(t)= # 1450
dt
Assim, a lei de Newton expressa relacdes entre taxas de variagio.
Por exemplo, a energia potencial de uma mola, como func¢io da coordenada do moével, é
dada por:

U(x)==ke 1451

1
2
onde k é a constante elastica da mola. Portanto, a for¢a experimentada por uma particula presa
a mola depende da sua posi¢io de acordo com a expressio:
dU (x 1, d(x*
F(x):_ﬁz__kgz_kx 14.52
dx 2 dx
Consequentemente, a segunda lei de Newton corresponde a encontrar uma solu¢io para
x(?) de tal forma que:
d*x(1) 3

m————==—kx(t 1453
dr’ )
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Nao ¢é dificil verificar que a solucdo é da forma prevista pela expressio 14.35, desde que a

frequéncia seja dada por:

k
o =— 14.54
m

14.12 Cinética quimica

A area da quimica denominada Cinética quimica se preocupa com a determinac¢io da
velocidade com que as rea¢des quimicas ocorrem. A partir delas podemos determinar, a cada
instante de tempo, a composicio de uma mistura.

No contexto da cinética quimica preocupamo-nos com o comportamento das concentra¢oes
molares dos reagentes (R(f)) ou dos produtos da reacio (P(f)). Quando do inicio da rea¢io quimica
encontramos apenas os reagentes. Depois de um determinado tempo, encontraremos apenas os
produtos da reacdo. Assim, os reagentes desaparecem a medida que surgem os produtos da reacio.

Considerando-se um intervalo de tempo Atz = ¢, — f,, definimos a velocidade média de

desaparecimento de um reagente (V) como a que é dada pelo quociente.

_ R(t,)-R(t AR
7 __R@®)-R(1) _ AR s
1,1, At
onde o sinal negativo se trata apenas de uma convencio, de tal forma que as velocidades
resultem positivas, enquanto a velocidade instantanea de desaparecimento ¢ determinada pelo
processo-limite:
. AR dpP
Ve=—lim—=—— 14.56
510 At dt
Para a velocidade de surgimento dos produtos, aplica-se 0 mesmo raciocinio. Assim, para o
mesmo intervalo de tempo Af = ¢, — 7, definimos a velocidade média de surgimento de um

produto de reagio (V) a partir do quociente:

v =_—P(t2)—P(tl):_£ 1457
g L1, At |
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enquanto a velocidade instantanea de surgimento de um dado produto da reacio é dada pela

derivada da concentracio molar do produto da reacio:

V,=1lm—=— 1458

14.13 Tendéencias de mercado

No mercado de capitais, ¢ de grande interesse estabelecer as tendéncias do mercado.
A melhor maneira de estabelecer uma tendéncia (mas que pode ndo se confirmar na pratica) é
analisar sua taxa de variacio.

Consideremos o caso do comportamento do pre¢o da saca de soja na bolsa de mercadorias,
cujo grafico € apresentado no Grafico 14.20.A inclina¢io da curva no ultimo dia analisado, ou
num determinado instante do dia, estabelece uma tendéncia, salvo variacdes inesperadas (como
informacdes recentes sobre aumento ou diminui¢io da safra), ou seja, o pre¢o no instante

seguinte aos tltimos precos analisados é dado por:
dP (¢
P)=p()+ E (1)

Assim, o preco no instante seguinte ¢ determinado pelo preco presente acrescido da taxa de
varia¢io instantanea no instante imediatamente anterior. Dependendo da inclina¢io da tangente,

o preco pode ser superior ou inferior no instante imediato ao considerado.
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5 Grafico 14.20: Gréafico do comporta-
Mai-10 mento do preco da saca de soja na
bolsa de mercadorias.
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As previsoes feitas pelo método acima sio tanto mais confidveis quanto maior for o conjunto de
dados (obtendo uma curva mais e mais continua) e quanto menor for o intervalo de tempo consi-

derado. Previsdes para o futuro nio imediato requerem um formalismo matematico mais sofisticado.
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