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17.1 Introducao

Para calcular integrais das func¢des simples, basta fazer uso do conceito de antiderivada.
Nesse caso o procedimento é simples e direto. Tudo que devemos saber é a antiderivada do

integrando. Considere o exemplo abaixo:

Q0000
Exemplos
® ExempLo 1:

Determine a integral definida da func¢io de expoente real f(x) = x*2 no intervalo [1,4].

Sabendo-se que sua antiderivada é a funcio f(x) = %(xs/z)’ encontramos:

4 2 4
_[x3/2dx = g(x”)
1

“H{(#)-02)=3()-0)-F

1

E isso, como apontado antes, porque

J()ax=2 (%) 4 72

® EXEMPLO 2:

Analogamente, podemos escrever que a integral indefinida da fun¢io exponencial é dada por:
I(e")dx=e" +C 173

e, portanto, a integral definida abaixo pode ser determinada facilmente:

In2 In2

I(e‘)dxze" =" —1=1 174

0 0

00000

Entretanto, determinar as primitivas de algumas fun¢des nem sempre é tio simples. Exige

que utilizemos certas propriedades e técnicas.
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17.2 Algumas Propriedades da Integral Definida

Para a integral definida,valem as seguintes propriedades:
Propriedade 1

Se f'e g sdo fungdes integraveis no intervalo [@,b], entio a funcio f + g é integravel em [a,b] e

b

I[f(X)+g(x):|dx='Iff(x)dx+jg(x)dx 175

a

Ou seja, a integral da soma é a soma das integrais.

00000

® EXEMPLO 3:

—_——

(x2 +x3)dx=j-x2dx+ 2 Xldx =
1 1

x32 x42
= — +—

31 41 17.6
22 1) (201
= ——— |4+ ———

[3 3] [4 4]
81, 1.7

33 4 12

00000

Propriedade 2

Se k é uma constante e f é uma funcio integravel no intervalo [a,b], entdo a fun¢io kf é

integravel em [a,b] e

Ik-f(x)=k-J.f(x) 1.1

Assim, a integral do produto de um numero por uma funcio é igual ao produto desse

namero pela integral da funcio.
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00000

® EXEMPLO 4:

j-4x2dx = 4]2. xldx =
1 1

= 17.8

00000

Propriedade 3
Se f'¢ uma funcio integravel no intervalo [@,b] e ¢ € um ponto qualquer do intervalo [a,b], entio

if(x)dx :jf(x)dx +i f(x)dx 17.9

Q0000
® EXEmMPLO 5:
Calculemos [ = Ixzdx de duas formas:

1
1. primeiramente de modo direto:

A
27 1 26 Y
= __ =" 17.10

3
Ixzdx:—
1 , 3 3 3 fix) = x>

2. agora, usando a propriedade:

I=j.x2dx=j.x2dx+jx2dx=
1 2

x32 X33

= —| 4+ —
3 1 3 2 17.11

(Z_r) (22 \
3 3 3 03 1 2 3 X
31 26 ; )

= ? - ? = ? Grafico 17.1: [ :I,rzdxzszdr+!,vzdr

1 1
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A propriedade 17.9 se revela especialmente ttil quando a fun¢io for descontinua. Assim, se
¢ for um ponto de descontinuidade da funcio, a irea da regido compreendida entre seu grafico

e o eixo horizontal serd dada pela soma definida em 17.9.

y
i
: y=Ax)
fa|f T
| |
//_",’\4', i Grafico 17.2: A funcao f'é descontinua
I i } no ponto c e
: i | b c b
| | |
I 7% [ rmac=[ rooavs [ reods
a a C

00000

Propriedade 4

Se fé uma funcio integravel no intervalo [@,b] entido é vilida a seguinte propriedade da

integral definida

| f(x)dxz—;f 7 () 12

a b a
Basta observar que If(x)dx =0, de onde If(x)dx+jf(x)dx =0.
a a b

00000

® EXEMPLO 6:

1 =J3‘xdx=x_23=32_22=2_i=5
ik 20, 2 2 2 2 2
1713
2 2 22 3 s
L= =553
3 3
Portanto, I, = —1,, isto é:
3 2
dexz—dex 17.14
2 3

00000
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17.3 Uma primeira técnica de Integracao

17.3.1 Mudanca de Variavel

Muitas vezes o calculo de integrais pode ser efetuado de uma forma simples mediante

uma mudanga de variavel. Para efeito de ilustracio, consideremos o caso de uma integral de

quociente de fun¢des simples.

00000

® EXEMPLO 7:

Efetue a integral, abaixo, na dependéncia dos parametros a ¢ b.

]:j‘COSxdx

sen’x
a
Lembrando que:

dsenx = cos xdx

A integral acima pode ser escrita como:

b

I J~ dsenx

senzx

a

Colocando

y=senx

Observamos que a primitiva do integrando de 17.17, é

IM—J‘d_y:_l_’_C:_ 1 +C
senzx y2 y sen x

Portanto,

b
o] |= 11
senx|, sena senb

17.15

17.16

17.17

17.18

17.19

17.20
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Para verificarmos a validade de 17.19, devemos derivar o lado direito de 17.19, e verificar que essa

derivada é igual ao integrando de 17.15. De fato, obtemos

d 1 d 1 1 dsenx coS X
i +C ==X = > = > 17.21
dx\  senx dx \ senx (sen x) dx (sen x)

00000

Consideremos uma integral definida, arbitraria, da forma:

I:Ig(x)dx 17.22

a

e a mudanca de variavel definida por:

x=h(u) 17.23
Temos que

dx = Mdu = h’(u)du a= h(uu) b= h(ub) 17.24

Assim, podemos efetuar a integral por meio do uso da varidvel u. Nesse caso, a integral
17.22 se escreve:

b

1 =Ig(x)dx=Tg(h(u))h'(u)du 17.25

a u,

onde os limites u, eu,sao definidos em 17.22.

00000

® EXEMPLO 8:

Os casos mais simples de integrais sio aqueles envolvendo fun¢des simples.

Consideremos agora o caso em que o argumento da funcio é kx, k constante. Ou seja, considere-

mos a integral indefinida de uma fun¢io da forma:

1 :Ig(kx)dx 17.26
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Efetuando a substitui¢io
u=hx

du = kdx

@:dx
k

isto €&,

uzkx:dxz% 17.27

Podemos escrever a integral 17.26, sob a forma:

Ig(kx)dxz%jg(u)du 17.28

Portanto, se y for a antiderivada de g, segue de 17.28, que:

Ig (for )l = _y(}l;x) +C 17.29
® EXEMPLO 9:
Determine a integral
/2
I= J cos (kx )dx 17.30

0

Pelo que foi visto acima, obtemos para a integral indefinida da fun¢io g(x) = cos(kx)

Icos(kx)dx=senkﬂ+6’ 17.31
e, portanto, a integral definida em 17.30 é:
s sener/2 sen(k%) sen (£.0) sen(k%)
_[ cos (kx)dx = = - = 17.32
! ko, k k k
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® Exemrro 10:

Considere uma funcio dependente do tempo, que é dada pela integral:

x(t)—x(1,) = j W
av

Em primeiro lugar, examinemos a integral indefinida:

ZJ— 1 B
1+u+C——\/1+u+C=—\/1+ av)  +C
J/1+(av 2aJ‘\/1+u a a (@)

aonde fizemos a mudanca de varidvel u = (av)* = du = 2a*v dv e, portanto, [1/(2a)]du = av dv.

Logo,

()~ x(1,) =~ ,/1+(av (\/1+(at) —\/1+(at))

l

® Exemrro 11:

Determine a integral definida no intervalo [0, #], cuja expressio é:

t
dv
) =10 —=
}[ 1+ 42
Observamos que a integral dada pode ser escrita da seguinte maneira:

f d(2v)

o 1+ (2v)

()=

e, fazendo a substitui¢io

2v =senhw = 2dv = coshw dw
d(2v) =coshw dw

obtemos para a integral indefinida correspondente

d(2v) _5J~ coshw dw

5 = =5|dw=5w+C=5arcsenh2v+C
J J1+@2v) T Jl+senh® w J
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ou seja

d(2v)

y(t) = Sj oy

= 5arcsenh 2v|:) =S5arcsenh 27 — 5Sarcsenh 2.0 = Sarcsenh 2¢ 17.40

Um lembrete!

As fung¢des hiperbodlicas sdo definidas pelas expressoes:

eX _ e*x
senhx=—— 17.0
X —X
e +e
coshx=——— 17.42
2
E possivel verificar que
d e +e”
—(senhx) =————=coshx 17.43
dx 2
e que
d e —e”
—(coshx)=———=senhx 17.44
dx 2
Mais ainda,
2x —2x —2x
e +2+e —2+e 4
cosh? x —senh? x = - =—=] 17.45
4 4 4
de onde,

cosh?x = 1 + senh’x

fato esse que foi usado na integral anterior.

00000

Algumas primitivas imediatas ou quase imediatas:
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00000

® ExemprLO 12:
J‘ 2
sec” xdx

E uma primitiva imediata pois E(tg x) =sec’ x, logo

Jsecz xdx=tgx+C

® ExemrrLo 13:

_[ tg” xdx

Uma vez que sec’x = | + tg’x, temos que

® ExemrLO 14:

Neste exemplo é preciso um cuidado especial.

J.%dx

A fungio integrando estd definida para todo ntimero real nio nulo.

thz xdx=J(seczx—1)dx=tgx—x+C

® Sex >0 entio IldlenerC pois di(ln)c)zl
x X x

®  Sex <0 entio Ildx = _[—de =In(-x)+C pois
X —x
%(ln(—x)) = —_1—x pela Regra da Cadeia.

(Lembre que s6 existe logaritmo de niimero estritamente positivo
e que,se x < 0, entdo —x > 0.)

Logo, reunindo os dois casos,

Ildx:1n|x|+C
X
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® ExemprLo 15:

I—dx 17.54
3x+1
Como
8
1-5x 5 3 5 8 1 17.55
= ——+4 =——4—"
3x+1 3 3x+1 3 3 3x+1
(faga a divisio de polindmios para chegar a esse resultado)
temos:
jl_sxdx:'[ 2.8 1 dx=—§x+§ln|3x+l|+C 17.56
3x+1 3 3 3x+1 39
(verifique com cuidado.)
® ExemprLO 16:
2
J —~ 17.57
x“+1
2
Como Zx =1- > , entao
x +1 X+
2
J 2x dx=x—arctgx+C 17.58
x +1
pois i(arctg xX)=—->.
dx 1+x
® ExempLo 17:
J.Ze’“dx 1759
-3x —3x 2 —3x
IZe dszIe dx:—ge +C 17.60

(verifique.)

00000
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17.3.2 Primitivacao por substituicao

Lembramos, utilizando o conceito de fun¢io composta, que: I f ( g(x)). g'(x)dx = J. f (u )du.

E importante observar que, para utilizar esta técnica, é importante que no integrando esteja
presente a derivada — ou quase, a menos de constante multiplicando — de uma fun¢io u = g(x),
sendo u a variavel de uma outra fun¢io que se quer integrar.

Alguns exemplos resolvidos:

00000

® EXEMPLO 18:
Ixz sen(x3 + S)dx

Como x? é “quase” a derivada de x?, fazemos:

u=x"+5=du=3x"dx ou (1/3)du = x’dx

e dai
Ixz sen(x3 +5)dx =%jsenudu= —%cosu+C= —%cos(x3 +5)+C

(Lembre que ka(x) dx = k.J‘f(x)dx . Por qué?)

® ExemprLO 19:

I vsenx cos xdx

Basta notar que d—(sen x) = cos x; logo fazemos:
X

u=senx = du=cosxdx
e dai

3
2

+C=§(senx)/ +C

j\/senx cosxa’xz.[\/;duz

o ‘ L")| :N\Ln
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® ExemprLo 20:
va3 3x% +1dx

Tendo em vista que

i(3x2+1)=6x
dx
fazemos:
u=3x>+1=du=6xdx
e dai
1 3¢ 1, ., 1
Ix\/3x + dx——J-\/_du——J. 3a’u—g Z ud + :§(3x +1)3+C § (3x +1) +C
® ExemrLo 21:
x2
[
V1-9x°
Considerando que
i(1—9x3)=—27x2
dx
fazemos:
u=1-9x° = du=-27x"dx
e dai
2 1 1
[-——dr=- j L =L o v 2 ITov +c
J1=9x5° 27 27 27

Fundamentos de Matematica |



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Modulo 1

® EXEMPLO 22:
I e¥dx

d X X
Uma vez que —(63 )= 3¢’ , fazemos:
dx

u=e" = du=3e"dx
logo,

e3x

+C
3

Ie3xdx:%Idu:§+C:

® ExXeEmprLO 23:

3
Ixzex dx

Uma vez que

i(e)63 ) =3x7-e"dx
dx
fazemos:

u=e" =du=3x> e dx
logo,

x}

e

J-xzex3dx=%jdu=%+C= 3 +C

00000
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Mais dois exemplos, envolvendo esta técnica, no caso de integrais definidas:

00000

® EXEMPLO 24:

&
1 X y

E preciso observar que a variavel x varia no intervalo [1, 2].
Ha duas maneiras de proceder:
L 4 _ In x o . :
Calculamos primeiro a integral indefinida I—dx e depois a integral definida. Assim,
X
Inx

2
—dxzfuduzu—+C:
X 2

(In x)2
2

+C

(Note a substituicio u# = Inx = du = (1/x)dx)

Agora,

pois In1 = 0.

2
. Inx , . , ..
®  Qutra maneira de calcular J ——dx é,a0 fazer a mudanca de variavel, mudar também os limites
x
1

de integracido, colocando agora a variacio de u.

Assim, fazendo

uzlnx:du:ldx
X

temos:

x=1l=u=0
x=2=u=In2

logo

Inx , " 2" In22
—dx = '[ udu=—| =
X 0 2 2

0

—_—

como antes.
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® EXEMPLO 25:

1
J2xdx
0
Temos:
[2rde= 2,
In2
d

. d
Lembre que 2* =™ =e™ ¢ portanto, — (2% ) =—(e™ ) =™ - In2=2"1n2
( q P dx ( ) dx ( ) )

Assim,

1 ]!
szdxzz 2 _1_1
0 ln20 In2 In2 In2

00000
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