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18.1 Integracao por partes

Sejam u e v duas fungdes da variavel x. Levando-se em conta a propriedade relativa a deri-

vada do produto de fun¢des:

NS

d B u(x) o
D () v(0) = )+ L |

na notacio de integrais indefinidas, temos:

u(x)-v(x)=Iu'(x)-v(x)dx+Iv'(x)-u(x)dx 18.2

donde inferimos que:

Iv'(x)~u(x)dx = u(x)~v(x)—_|.u'(x)-v(x)dx

Q0000
Exemplos
® ExemrLo 1:
Calculemos
1 =J.xcosx dx 18.3

Introduzindo as varidveis u e v, de acordo com as expressoes

u=x e v =cosx 18.4

de onde temos:

u'=1¢e v=senx 185

Assim, utilizando a expressio 18.2, obtemos para a integral acima a seguinte expressio:

J.xcosxdxzxsenx—.l.l-senxdx 18.6
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ou seja,

Ixcosxdx:xsenx+cosx+C 18.7

Agora, no caso de uma integral definida, temos:

1

I xcosxdx =[xsenx+cosx]|’, =
/2

/2

=TSenm+ COST — ESGII—-FCOSE = :

-_1-Z

2

® EXEMPLO 2:

Consideremos a integral da func¢io y(x) = xcos(x* + 1) no intervalo de valores da varidvel indepen-
dente [0,2]. Isto ¢, determinemos a integral definida:

2
1= Ixcos x? +1 dx 18.9
0

Primeiramente introduzimos uma mudanca de variaveis da forma

u=x>+1 18.10

o que nos leva a seguinte expressio para a diferencial de u:

du=2xdx = %duzxdx 18.11

Além disso, se u = x> + 1, temos:

18.12
x=2 = u=5
Portanto:

2 2

Iz_[xcos(x +1 I[cos X +1)][x dx] =
z k
J[cosu [ }:—jcosu du= 18.13
1 21
1 |

=—senu| =—(sen 5—senl)
2 |
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Levando em conta que

{Sen 5=-0,958924
18.14

sen 1=0,841471

obtemos, finalmente:

I;%(—0,958924—0,841471)=—0,900197 18.15

00000

18.2 Integrais de funcoes trigonomeétricas

Muitas vezes estamos diante de integrais de funcdes trigonométricas cuja resolucio envolve

o uso de suas propriedades. A seguir, daremos alguns exemplos.

00000

® EXEMPLO 3:
Efetue a seguinte integral

b
1= Itgxdx 18.16
a
A integral acima pode ser reescrita
¢ se€n x
1 =I dx 18.17
COSXx
a
Lembrando que
d cos x = —sen xdx 18.18
a integral acima pode ser escrita como:
td
cosx b b sech cosa
I=—J'M=—ln|cosx|| =ln|secx|| =ln| |=1n| | 18.19
cosx “ “ |secal |cos |

a
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® EXEMPLO 4:
Determine a integral indefinida

y(x)= I(cosz x)dx

Lembrando que

cos2x = cos® x —sen’ x = cos® x — (1 —cos? x)

concluimos que

cos’ x = %(cos 2x+1)

Substituindo-se essa expressio em 18.20, obtemos:

y(x)= J.(cos2 x)dx = %I(cos2x +1)dx

Esta tltima expressio pode ser facilmente integrada. Obtemos:

y(x) =isen2x+%x+c

18.3 Uso de funcoes trigonometricas

00000

18.20

18.21

18.22

18.23

18.24

Muitas integrais podem ser efetuadas por meio de substitui¢cdes que envolvem fung¢des

trigonométricas. A seguir, ilustraremos tal fato com dois exemplos.

00000

® EXEMPLO 5:
Determine a integral indefinida /, definida a seguir, no intervalo [0,1].
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— RESOLUCAO

Efetuando a substitui¢io, envolvendo a funcio seno:

x=2sen0 = dx=2cos0d0 18.26

T T . L . . .
onde 5 <0< > a fim de que a fun¢io x = 2sen 0 seja inversivel e exista a funcio integrando.

A integral indefinida associada a integral definida proposta é escrita, em termos da funcio da
variavel 0, como:

1 2cos0

dx = do=
‘[\/1_4 J‘\/l—sen 0

2 18.27
= Cosedezjzdez ‘
|cos |
X
=20+C= 2arcsen5+ C
Observamos que
\/l—senze=\/cos29=|cos6|=cose pois —§<6<§ 18.28
A integral definida proposta é, portanto, dada por:
h 1 x| 1 T\ W
I= J—dx =2arcsen—| =2| arcsen——arcsen0 |=2| — [=—
0 1, 2}, 2 6) 3 18.29
l-—x
\' 4
® EXEMPLO 6:
Encontre o valor da integral definida:
h 1
I=|—p—=d 1830
'!- x’ (9 + xz)
— RESOLUCAO
Determinemos a integral indefinida associada a integral acima mediante a substituicio:
1 2
x=3tg9:>dx=3seczed9:3( } do 1831
cosO

onde —= <0 <§ a fim de que a fun¢io x = 3 tg0 seja inversivel.
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Obtemos entio:

I ! dx =
x? (9 + xz)
- 2 1 2 12 0 6=
cos
9 sen2 0 \/9(1 N sen2 Oj
cos 0 cos 0
1 1
= o - do= 18.32
sen’ 9\/ 1+ senz 0
cos 0
_1 J‘ ! 1 do =
sen’ 0 5
cos 0
1 ¢ cosO
=— do
9 I sen’ 0
Observamos que V cos’ 0 = |COS 9| =c0s0, pois “Ie 0< T
. 2 2
Lembrando que:
1 ¢d 1 1
Lty :_j_gz_.(__)+c 193
sen’ 0 9u” 9 u
onde fizemos a substituicio
u=sen0 = du=cos0d0 18.34
Logo, 1 cosO 1 1
o I — 5 d9=—¢ +C=
97 sen” 0 9 sen0 -
_ Lsec® '
9 tg6
(Verifique!)
Assim, finalmente, podemos escrever:
2
cos 9 o +1
T
sen
- 18.36
3
2
__INx"+9 C
9 X
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E, portanto, a integral definida solicitada é dada por:

\/x2+9|3_
]

18.37

]_j;dx__ l*/9+9+1\/12+9—1(\/ﬁ—\/5)
_1x2 (9+x2) - 9 3 9 1 9

O | —

00000

18.4 Integracao de Quociente de Polindmios

Integrais de fun¢des dadas por um quociente de polinomios (as fun¢des racionais) podem
ser efetuadas mediante o uso de expressdes que envolvem somas de fungdes (ou expressdes)

mais simples, ou seja, transformamos a func¢io racional dada numa soma de fra¢des parciais.

00000

® EXEMPLO 7:

1

Determine a integral indefinida da fun¢io y = ———.

X +3x+2
— RESOLUCAO
A integral indefinida se escreve:

1
I —————dx 18.38
X" +3x+2

Observamos que o denominador é um polindmio de segundo grau que tem raizes:

_349-4.2

X, = -1
2 18.39
3-9-4.2 '
5 = = —2
2
Assim, podemos escrever o polinomio de segundo grau sob a forma:
X +3x+2=(x+2)(x+1) 18.40
e, portanto,
1 1 A B
18.41

x2+3x+2:(x+2)(x+1):x+2+x+l
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Resta-nos agora encontrar 4 e B.
De 18.41 podemos escrever

1=A(x+1)+B(x+2) 18.42

Essa igualdade entre polinomios é verdadeira para qualquer valor de x. Assim, fazendo
x=-1:1=4-0+B-1= B=1

x==2:1=4-(-1)+B-0= A=-1 o

temos

1 -1 1

. _ " 18.44
x +3x+2 x+2 x+1

A integral indefinida que se quer determinar pode ser escrita como a integral da soma de duas
fracdes parciais:

I%dxﬂ‘ -1 dx+j ! dx=—In|x+2|+C, +In|x +1|+C, 18.45
X" +3x+2 x+2 x+1

Donde concluimos que:

Jz ! cz’)c=1n|x+1|+C,ondeC=C1+C2 18.46
X +3x+2 |x+2|

00000

18.5 Alguns exemplos resolvidos
18.5.1 Primitivacao por partes

Lembremos novamente que

A1) (0)]= () () /() &)

desde que f'e g sejam fun¢des derivaveis.
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E, portanto:

_[[f +f(x de If (x)dx+J-f(x)‘g'(x)dx 18.48

ou seja,

If(x) "(x)dx=f If 18.49

Fazendo u = f(x) e v = g(x), temos du = f"(x)dx e dv = g'(x)dx e dai podemos escrever:

.[u dv=uv—jv du 18.50

00000

® EXEMPLO 8:

Determine a integral indefinida: len xdx.

A fim de calcular esta integral, é preciso fazer uma escolha para u e dv. Vejamos: colocando u = x
e dv = Inxdx, encontramos du = dx, mas nio conseguimos facilmente determinar v = Ilnx dx.
Isso nos leva a tentar a outra escolha:

u=Inx e dv=uxdx 18.51
de onde
2
du=(ljdx e v=x— 18.52
X 2
Logo,
2 2 2 2 2
lenxdx=x—lnx—jx—-ldx=x—lnx—J.£dx=x—lnx—x—+C 18.53
2 2 x 2 2 2 4

® EXEMPLO 9:

Determine a integral indefinida: Iln xdx .
Neste exemplo ha apenas uma possibilidade de escolha:

=Inx e dv=dx 18.54
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de onde
1
du=—dx e v=x 18.55
X
Logo,
1
Jlnxdx=x1nx—_[x-—dx=xlnx—x+C 18.56
X
® ExemprLO 10:
Determine a integral indefinida: Ixexdx.
Neste exemplo fazemos:
u=x e dv=e'dx 18.57
de onde
du=dr e v=e 18.58
Logo
jxexdx =xe' — fe"dx =xe"—e" +C 18.59

Sugestao!

Faca a outra possivel escolha e convenca-se de que ela nio é adequada.

® Exemrro 11:

Calcule a integral indefinida jarctg xdx.
Neste exemplo fazemos:

u=arctgx e dv=dx 18.60
de onde
1
du = sdx e v=x 18.61
I+x
Logo,

Iarctgxdx =Xx-arctgx — j

2dx=x'arctgx—%ln(1+x2)+C 18.62

1+x

18 Outras Técnicas de Integragdo



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1
® EXEMPLO 12:

Calcule a integral indefinida: I xsen xdx.
Neste exemplo fazemos:

u=x e dv=senxdx 18.63
de onde
du=dx e v=—cosx 18.64
Logo,
Ixsenxdx:—xcosx+Icosxdx:—xcosx+senx+C 18.65

® ExemprrLo 13:

Calcule a integral indefinida: I e" sen xdx.
Neste exemplo fazemos:

u=e" e dv=senxdx 18.66
de onde
du=e"dx e v=—cosx 18.67
Logo,
Ie" sen xdx = —e* cosx + Ie" cos xdx 18.68

Chegamos a uma integral com o mesmo grau de dificuldade e para a qual aplicamos a mesma
técnica, fazendo:

u=e" e dv=cosxdx 18.69
de onde
du=e*dx e v=senx 18.70
Logo,
Ie" sen xdx = —e* cosx + Ie" cosxdx =—e"cosx+e senx — Iex sen xdx 18.71
de onde
2I e senxdx =—e"cosx+e senx+ K 18.72
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ou seja,

X

_[e" senxdx:%(senx—cosx)+C onde ng 18.73

‘u Sugestao!

Determine novamente a integral fazendo
a outra escolha possivel.

® EXemrLO 14:
Determine a integral indefinida: J-xzefzxdx.

Fazemos
2 —2x

u=x" e dv=e""dx 18.74

de onde
—2x

du=2xdx e v= 18.75
Logo,

-2x -2x -2x

_ e e e _
Ixze 2de=—x2-7+f 5 2xdx=—x2-T+J‘x-ez"dx 18.76

A nova integral é mais facil do que a inicial. Aplicando novamente a técnica de integracio por partes,

temos:
u=x e dv=e*dx 18.77
de onde
e—2x
du=dx e v= 18.78
Logo
—2x -2x —2x -2x -2x
_ e e e 1¢ _ e
Ixe 2"dx=—x-—+'[ dxz—x'—+—'[e 2y =—x- - +C 18.79
2 2 2 2 4
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Assim, a solu¢io da integral inicial é:

—2x -2x -2x -2x
fxze’z"dx=—x267—xez _e4 +C=—e2 (x2+x+%j+C 18.80

00000

18.5.2 Primitivacao de fragdes racionais transformando-as
em fracdes parciais

Vejamos alguns exemplos que envolvem a integracio de func¢des racionais, isto ¢, fungdes

que sdo quociente de fun¢des polinomiais.

00000

® ExempLO 15:
Determine a integral indefinida: I

dx.

+x?

Observamos que, neste exemplo, a fracio dada nio pode ser transformada na soma de duas fracdes mais
simples, uma vez que o denominador nio é fatoravel. Entretanto, é um exemplo muito importante e,
por esse motivo, 0 apresentamos em primeiro lugar, ao pensar na integracio de fun¢des racionais.

1 1 1

1
j dx:j dx:-j—dx
2 2 2
16+ x 16 1+L 16 1+L 18.81
16 16
Fazendo:
X 1
Uu="=du=—dx 18.82
4 4
e entao
1 1 1 1 1 1 1 X
—dx=— —dx=— —4du=—arct u+C=—arctge—+C
e 16-‘-( +x2] 6] T 4=y ete PR —
16

O raciocinio utilizado pode ser, evidentemente, generalizado para qualquer integral indefinida do

. 1 , , «
tipo I 5— dx, onde a é um ntimero real nio nulo.
a +x
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® ExEmprLO 16:
1

4-x*

Calcule a integral: J' dx.

A fracio racional, que constitui o integrando, pode ser decomposta na soma de duas fragdes mais simples:

1 A B
2= +
4—x° 2—-x 2+x

A fim de encontrar os coeficientes 4 e B, temos, a partir da igualdade acima:

1=4(2+x)+B(2-x)

18.84

18.85

onde temos dois polindmios idénticos, ou seja, a igualdade entre eles vale para qualquer valor real

da varidvel x. Em particular, quando 1
x=—2:>1=4B:B:Z

x:2:>1:4A:>A:i

Dai, podemos escrever:

E, portanto,

1 1 1 1 1
rympetiaiedrd et b

ou seja,

| Lode=—tmp—ofs e+ o=t
4 4 42

4-x°

® Exemrro 17:
1
Calcule a integral indefinida: Jz—dx.
x*(5-x)

Vamos decompor a fracio racional em fragdes mais simples:

1 _4 B D
x2(5—x) x x* 5-—x

A partir da igualdade acima, podemos escrever:

1=4-x-(5-x)+B-(5-x)+D-x’

18 Outras Técnicas de Integragdo
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onde temos dois polindmios idénticos, ou seja, a igualdade entre eles vale para qualquer valor real
da variavel x. Em particular, quando

x:0:>1:SB:>B:%

x:5:>1:25D:>D:L 18.92
25
21 1
x=1=1=44+4B+D=1=44+ —=A=—
25 25
Dai, podemos escrever:
Jorpgdv=sc [ dva g v o [ A —dv=tnfa)- ox" - infs -]+ C -
(5-x) 25 25°5- 25 5 25
18.93
:Lln * _l.l+c
25 |5-x| 5 x

® ExemrLO 18:

Obtenha a integral indefinida dada a seguir: f 5

X +x+2

Observamos, em primeiro lugar, que o polindomio que estd no denominador do integrando ¢ irre-
dutivel; logo, ndo pode ser fatorado, pois seu discriminante é negativo, isto é A < 0.
Completando os quadrados, podemos escrever:

2
JE I SN0 S0 VUL SN IS 18.94
274 4

e, portanto, podemos escrever:

1
J‘xz+x+2dx:"-

:—j dx

18.95
x+ +— +1
BB

Agora, na nova integral, notamos que, ao fazer a substitui¢io,

uz\/g[x+lj:>du=\/gdx 18.96
7 2 7

obtemos no integrando a derivada da fun¢io arctg. De fato,

4 2 7 2
Im Z_J. ( j B =7Iu2+1. Zdu=ﬁ
7 2

arctgu+C =

18.97

et
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Observacao:
A técnica de decomposi¢ido em fragdes parciais baseia-se em alguns teoremas, que
passamos a enunciar. Um maior aprofundamento sobre essa técnica pode ser encon-
trado em http://ecalculo.if.usp.br.

Teorema 1

Sejam a, b, o e B nimeros reais, com a # f. Entio, existem ntimeros reais 4 e B, tais que:

ax+b 4 N B
(x—a)-(x-B) x-a x-P

18.98

Teorema 2

Sejam a e f ntmeros reais, com o # e P um polindmio cujo grau é estritamente menor que 3.
Entio, existem nimeros reais 4, B e D, tais que:
P(x) A B D
= + + 18.99

(r-0)-(x=B)" ¥=a ¥=B (x-P)

Teorema 3

Sejam b, ¢, o nimeros reais e P, um polindmio cujo grau é estritamente menor que 3. Suponhamos
ainda que x? + bx + ¢ nio admita raizes reais, isto &, seu discriminante é menor que zero. Entio, existem
numeros reais 4, B e D, tais que:

P(x) A Bx+D

= +
(x—a)-(x*+bx+c) x—o x*+bxte 18.100

Teorema 4

Sejam b, ¢ e & nimeros reais e P, um polindmio cujo grau é estritamente menor que 5. Suponhamos
ainda que x? + bx + ¢ nio admita raizes reais, isto &, seu discriminante é menor que zero. Entio, existem
numeros reais 4, B, D, E ¢ F, tais que:

P(x) __ A Bx+D Ex+F

(X—(X)-(x2+bx+c)2 _x—OL x2+bx+c+(x2+bx+c)2 18.101
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Precisamos observar que o polinémio do denominador sempre pode ser decomposto num
produto de fatores do primeiro ou do segundo grau. Os fatores de primeiro grau aparecem
quando existem raizes reais; as raizes complexas sio responsaveis pelos fatores de segundo grau.

Evidentemente, todos esses teoremas poderiam ser enunciados numa forma mais geral. O
que precisa estar claro é o fato de que o grau do polinémio do numerador deve ser estritamente
menor do que o grau do polinémio do denominador para podermos efetuar a decomposi¢ao
em fragdes parciais. Se ndo for esse o caso, primeiro fazemos a divisdo de polinomios, a fim de

tornar o problema mais simples e poder decompor a fracio.
18.5.3 Primitivacao com substituicoes trigonométricas

Existem situacdes em que substituicdes que envolvem fungdes trigonométricas so muito Gteis.

00000

® ExemrrLo 19:

1
Calcule a integral indefinida: I dx
Neste caso, fazendo Vx?+1
x=tg0=dx=sec’ 0 d0 18.102
temos:

sec’ 0

et eroey

Note que —g <0< g ,a fim de que a funcio x = tg 0 seja inversivel e, portanto, v/sec’ 0 = |sec 9| = sech,

d9=J.SCCGd9 18.103

T T
uma vez que, para —5< 9<5 ,sec > 0.

Agora,

0. (sec 0+ tg0 sec’ 0 +sech.tg0
sec SCC +1g ) :J‘( g )d6:1n|sece+tg9|+c 18.104

0d0 =
Isec '[ (secO+1tg0) (secO+1tg0)

(observe o artificio de multiplicar e dividir por sec 0 + tg8,a fim de obter, no numerador, a derivada
do denominador).
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Retornando a variavel x, obtemos:

1
dex=ln|\/x2+l+x|+C

(Verifique!)
® ExXeEmpPLO 20:

Calcule a integral indefinida: I\/xz +1 dx.

Comecamos utilizando a integragio por partes, fazendo:

u=\x+1 e dv=dx

de onde

du=

dc e v=x

b
Vxt+1
Entao,

2
Ve +ldv=xx +1 - [—— xdr=xJx* +1- [——a
I X X =x\x Imxx xvx Im X
Ainda podemos escrever
2
¥ 4+1lde= xyJx*+1- dx=x\Vx*+1- Ll_la’x:
[ de 7 -

1
=xvxt+1—|Vx?+1 de+ dx
J. J.\/xz+l

2
X
Vxt+1

e, a partir dai,

1
2{Vx2+1de= xJx* +1+ dx
'[ '[\/x2+1

Para a tltima integral, utilizamos o exemplo anterior e obtemos entio:

J.\/x2+1 a’x=l [x\/x2+1+ln|\/x2+1+x|}+c

2

® ExXemprLO 21:
Determine a integral indefinida: I V1-xd.
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Neste caso, fazendo

x=sen0 = dx =cos6d0 18.112

T b . . ,
e observando que ) <0< > a fim de que a funcio x = sen 0 seja inversivel, temos:

I\/l—xzdxzj\/l—senz9-cos@d9=fcoszed6 18.113

I T
onde observamos que J1-sen® 0 = cos” 0 =|cos 0 |= cos 0, uma vez que, para —— < 0 < —, cosf > 0.
Assim, 2 2

j\/1—x2dxzjcos2 edG:I#dG:ngserfeJrC 18.114
(lembre-se de que cos20 = cos?0 — sen?0, isto ¢, cos 20 = 2cos’0 — 1, ou seja, M =cos’ ).

Retornando a variavel x, temos:

arcsenx 2sen(arcsen x)cos(arcsen x arcsenx xv1 —.X'2
lel—xz i = + ( i ( )+C: T +C 18115

(Verifique!)

00000
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