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11.1 Introducao

O estudo do movimento harmonico simples reveste-se de uma importancia maior do que
parece a primeira vista e isso por duas razdes. Em primeiro lugar, porque o MHS é um movi-
mento muito comum: por exemplo, colchdes, gangorras, péndulos e molas exibem tais movi-
mentos. A segunda razio ¢ o fato de que o estudo do movimento harmonico simples representa
um dos melhores exemplos da aplicacdo das leis da mecanica. Nesse exemplo, coloca-se, de
forma mais clara, o problema central da mecanica, que é o de determinar a posicio de uma
particula, uma vez conhecidas as forcas que agem sobre ela.

O movimento harmonico simples ocorre, no entanto, sob determinadas circunstancias.
Ele se da sempre que a forca que age sobre o corpo exibir uma caracteristica a qual damos o
nome de comportamento elastico. A tais forcas, com caracteristicas especiais, que especificaremos
a seguir, denominamos forgas elasticas ou forcas harmonicas. O movimento harmonico simples
¢ o movimento periédico mais simples entre todos. Ele é também um movimento oscilatorio.

Vamos comecar abordando essas duas questoes.

11.2 Movimentos periodicos

Existem movimentos que se repetem a intervalos de tempo regulares e sucessivos. Tais mo-
vimentos sio ditos periddicos. Dizemos que o movimento de um ponto material se repetiu
se, depois de decorrido o intervalo de tempo de um periodo (7), ele estd na mesma posi¢cio
anterior e com a mesma velocidade. Nao basta, portanto, estar na mesma posicao. Assim, dize-
mos que um movimento ¢ periddico se decorrido um intervalo de tempo 7" conhecido como

o periodo, valem as seguintes relagoes:
F(t+T)=7(1) .
V(t+T)=7(¢) '

O mais comum entre eles é aquele associado a rotagio da Terra em torno do seu eixo. Outro
movimento periddico ¢ aquele associado ao movimento da Terra em torno do Sol. Ou, ainda,

o movimento de um peéndulo.
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O intervalo de tempo decorrido entre duas repeti¢des sucessivas do movimento ¢ conhecido
como o Periodo do movimento. Designamos o periodo pela letra 7. O periodo associado ao
movimento de rota¢io daTerra é de 24 horas. O periodo do movimento de translacio da Terra

em torno do Sol é de aproximadamente 365 dias.

]
Al

Figura 11.1: Materiais Elasticos, quando deformados ligeiramente mediante a aplicagdo de tracdes ou compressoes, executam
movimentos periodicos.

Definimos a frequéncia f'do movimento peridédico como o inverso do periodo, isto é:

1.2

f= 1
T

Por essa definicio pode-se ver que a frequéncia determina o nimero de vezes que 0 movi-
mento se repete por unidade de tempo.

O movimento da Terra é periédico, uma vez que, depois de um ano, a Terra estd na mesma
posicio no espaco e com a mesma velocidade que ela possuia no ano anterior.

As unidades do periodo sio as mesmas unidades utilizadas como unidade de tempo. Portanto,
o periodo € expresso em unidades como: o segundo, o minuto e a hora, entre outras.

Para as unidades de frequéncia, temos igualmente varias op¢oes, sendo as mais utilizadas:

Hertz (Hz) — ciclos por segundo
r.p.m. — rotacio por minuto
r.p.s. — rotacio por segundo
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11.3 Movimento Oscilatorio

O movimento oscilatério é um caso especial de movimento perid-
dico; isso porque o movimento oscilatorio é definido como aquele no
qual, em algum momento, o movimento do corpo muda de sentido.
Essa inversao se da quando a velocidade do corpo se anula mudando,

em seguida, de sentido. Dizemos que o movimento ¢ oscilatorio se

ele for periddico e se o sentido do movimento, determinado, no
caso unidimensional pelo sinal da velocidade, for invertido a inter-

valos de tempos regulares (relacionado ao periodo do movimento).

O movimento de um péndulo simples é o melhor exemplo de tais
movimentos. Nos pontos de maxima amplitude, o péndulo atinge a

. . ) Figura 11.2: Exemplo de Movimento
velocidade igual a zero, retornando em seguida. Harménico Simples.

4D

simples entre todos. Ele é designado por Movimento Harmonico
Simples (MHS).

Neste momento, estudaremos o movimento oscilatdorio mais

11.4 A Forca Elastica

As forgas especiais que dio origem aos movimentos harmonicos simples sio aquelas que

dependem linearmente da coordenada (que designamos por x), de acordo com a seguinte expressio:
F=—kx 13

Ao coeficiente de proporcionalidade k& denominamos constante elastica. No caso do movi-

mento unidimensional, a coordenada x é a coordenada cartesiana associada a posi¢io da particula.

O ponto x = 0 (ou ponto origem) ¢ um ponto dito de equilibrio, pois quando nele o corpo nio

esta sujeito a a¢io dessa forca. Uma vez colocado o objeto nesse ponto, ele fica ali em repouso.
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O fato de ser negativa a constante de proporcionalidade entre a for¢a e a coordenada, faz
toda a diferenca. Ou seja, a forca se opde tanto a aumentos quanto a redu¢des dos desloca-
mentos. Assim, se X designar a coordenada associada ao deslocamento a partir do ponto de
equilibrio, quando este for positivo, a forga resulta negativa e, portanto, a for¢a tem o sentido
da origem. No entanto, para valores negativos da coordenada x, a forca tem sinal positivo e, de
novo, apontando para a origem. O fato é que, independentemente de onde o corpo esteja, essa
forga procura sempre trazer o corpo em direcio a origem, que € o ponto de equilibrio.

Considere o caso de uma borracha. Nesse caso, se a comprimirmos, ela “empurra” a nossa
mio. Se a esticarmos, ela “puxa a nossa mio”. Tente fazer o mesmo com a mola. Quando ela
estd em repouso, ela permanece em repouso. Quando a elongamos por um valor x, mediante
o deslocamento da extremidade da mola, a for¢a age procurando sempre trazer a mola para a
sua posi¢cdo de equilibrio. Esse ¢ um comportamento bastante comum de certos materiais. Vale
para qualquer substancia elastica. Assim, quando procuramos deformar um material elastico
(um elastico comum, por exemplo), ocorrera o seguinte: enquanto a deformacio nio for muito
grande, a forca é proporcional ao deslocamento (ou a deformag¢io imposta), mas atua sempre
no sentido contririo ao dele. E uma tendéncia ou reacio natural, no sentido de buscar a
restauracdo da forma original.

Os corpos materiais exibem este tipo de movimento s6 para pequenos valores dos desloca-
mentos. Se aumentarmos o deslocamento do corpo, a forga restauradora nio tem um compor-
tamento linear. Tem um comportamento descrito pela Figura 11.3.Além de um determinado

valor da elongacio, ocorre a ruptura do material.

ponto de Comprt
ruptura

-—— limite elastico

forga aplicada ——

limite elastico

Ve Y%

elongacéao

Figura 11.3: O comportamento linear s6 é vélido para pequenas deformagdes de materiais elasticos.
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Exemplos

® ExemrrLo 1:
Uma mola helicoidal tem constante elastica £. Ela funciona
igualmente bem sob tra¢io ou sob compressio. Uma de
suas extremidades é fixa numa parede e a outra no ponto

posicao de equilibrio

A, onde ela é presa a um carrinho de massa m que pode
mover-se livremente sobre uma plataforma horizontal.

a. Uma forca horizontal F] =—80./ (newtons) mantém i i
o carrinho em repouso, produzindo uma elongacio
de x = — 4 cm na mola (ela fica, assim, comprimida). :
Determine a constante elastica da mola. i N
b. Quando solto (livre da forca E, que o segura), o x=-4ecm 0 X

carrinho é empurrado pela forca elastica da mola no Figura 11.4: O movimento de um corpo preso a uma
sentido positivo do eixo Ox. Determine a forca da mola resulta quando a mesma e_sta’ sujeita a forgas de_

p ' ¢ compresséo (como no caso da figura) ou quando sujeita
mola quando ela é elongada até um ponto no qual aforcas de tracdo.

X =2,5m.

— RESOLUCAO

a. Sobre o carrinho atuam quatro forcas:

®  Na vertical, identificada com a dire¢io do eixo y,atuam a for¢a peso e a for¢a normal: p = —mg_]:
¢ N = Nj .Tais forcas nio sio representadas na Figura 11.4.

®  Na direcio horizontal, atuam outras duas for¢as: a da mola e a forca horizontal ja aludida (escre-
vemos na notag¢iao vetorial: Fmola = (Fmola)'l? e F,=-80..

De acordo com a 2* Lei de Newton, podemos escrever:

p+N+F  +F=m-a.
Como a situagio é de equilibrio, entio, a = 0.
Conclui-se, portanto, que:

P+N=[(—mg)+N]-}=0—>N=mg

Fmola +F1 :[Fmola _E];=O_)F1 =Fmola
Pela equagio 11.3, F = —kx, permite escrever: /| = —kx, donde se conclui que: k = —F /x. Subs-
tituindo os valores conhecidos, F ,=80Nex=-4cm=-0,04 m, resulta que a constante elastica
da mola é dada por:
—-80N
= L =2000N/m
—0,04 m
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b. A Figura 11.4 mostra a mola comprimida; nessa
situacdo, sua coordenada é negativa (x < 0).

Na Figura 11.5,a coordenada da mola é positiva (x > 0),

pois ela se encontra distendida.

Em ambas as situagdes (x < 0 ou x > 0), o sentido da

for¢a da mola é oposto ao sentido do vetor posi¢cio espe-

cificado pela coordenada x.
Quando X = 2,5 cm = 0,025 m, a for(;a da mola Figura 11.5: Exemplo de elongacao da mola.
tem intensidade:

F_ = —(2.000 M/m)(0,025 m) = — 50 N.

mola

00000

11.5 Equacao do movimento

Considerando-se uma forga elastica agindo sobre um corpo de massa m, a lei de Newton
se escreve:

ma =—kx 114

Lembrando a definicio da aceleracio como taxa de variagio dupla em relacio ao tempo, a
equagdo 11.4 se escreve:
2
md xgt)z—kx(t) e
dt

Temos diante de ndés um problema tipico e interessante da mecanica. Ele nos propicia a
oportunidade de entender o poder do método proposto por Newton e que ¢ a esséncia da sua
segunda lei. Usualmente, procuramos relacionar forca com aceleracio, mas isso é apenas o
primeiro passo. Muito simples, na realidade. O que ¢ importante na Lei de Newton ¢é determinar,
a partir dessa relacio, a posicio e a velocidade da particula, uma vez conhecidas as forcas. E nisso
que reside a importancia da segunda lei.

A partir da equacio de movimento 11.4, devemos determinar a posicio em qualquer
instante de tempo. Para tanto devemos resolver a equacio 11.5 que ¢, a rigor, uma equac¢io
diferencial de segunda ordem no tempo, ou seja, o problema se reduz ao de encontrar uma
funcio do tempo, x(¢), de tal forma que, quando multiplicarmos a derivada segunda dessa

funcio pela massa, encontremos um valor que é igual a —k vezes essa funcio.

11 Movimento Harmonico Simples (MHS)



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

Infelizmente, ndo temos métodos gerais de encontrar solu¢des para equacgdes diferenciais.
Os casos estudados anteriormente sio tais que as forcas nio dependem da posicio e assim pudemos
utilizar técnicas simples de encontrar primitivas de funcdes, ou seja, utilizamos o calculo dife-
rencial. Em geral, devemos recorrer a métodos especificos de solucdes de equacdes diferenciais.

Uma dessas técnicas consiste em recorrer a0 método da tentativa e erro. Podemos encontrar
uma solu¢io da equacio acima por esse método. Nesse caso, a ideia é bastante simples. Sabemos que
as fungdes cosseno e seno, quando consideradas como fun¢des do produto de uma grandeza escalar

o pelo tempo # (©¢), sdo tais que suas derivadas primeiras com respeito ao tempo sao dadas por:

d cos wt
——— =—®senwf 11.6
dx
dsenmt
—— = (COS W} 1.7
dx

e, consequentemente, derivando a expressio 11.6, e utilizando em seguida a expressio 11.7,

chega-se ao resultado :

d* cos ot 5

—— — =—® coswt 1.8
dt

Analogamente, vale o resultado:
2

d” senwt )

——5 =~ senwf 1.9
dt

Assim, a solu¢io mais geral da equacio 11.5 é uma combinag¢io linear das duas solu¢des em

11.8 ¢ 11.9. E ficil verificar que a solucio mais geral possivel é da forma:
x(t)=Csenwt +Dcoswt 11.10

A solugdo depende, além da constante ® a ser determinada, de duas outras constantes C e D.

Essas duas altimas constantes sdo determinadas a partir das condi¢des iniciais:
x(0) e v(0) 1.1

e ¢ importante que tenhamos esse aspecto sempre em mente.
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Considerando-se a propriedade do cosseno:
cos(a + b) = cos(a)cos(b) —sen(a)sen(b) 11.12

Pode-se ver que a solucdo geral pode ser escrita ainda sob uma forma inteiramente equiva-

lente a 11.10, ou seja:
x (1) = Acos(ot+6,) 1113

Trata-se de uma solu¢io envolvendo, de novo, trés parametros desconhecidos e que serdo

determinados como segue.
Notemos, primeiramente, que a solu¢io proposta 11.13 é tal que o valores maximos do

deslocamento, x, , e os valores minimos, x_, dos deslocamentos ocorrem para valores dados por:

xy=4 x,=-4 11.14

m

Isso indica que o parametro 4 da expressio 11.3 ¢é, portanto, a amplitude do movimento.

Denominamos o termo:

ot +0, 11.15
de fase do MHS. A constante 0 é uma fase inicial, a qual, por enquanto, é uma constante

arbitraria. No entanto, ela pode ser determinada, assim como a amplitude, a partir das condi¢des

iniciais, ou seja, a partir do conhecimento de como se iniciou 0 movimento.

11.6 Periodo e Frequéncia

Analisaremos agora a constante ®. Substituindo a expressio 11.13 em 11.5 obtemos que a

funcio cosseno é uma solugio se ® for dado por:

o= /ﬁ 11.16
m

11 Movimento Harmonico Simples (MHS)
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E, portanto, a constante ® depende da massa e da constante elastica da mola. Veremos, a

seguir, que essa constante estid também relacionada ao periodo do movimento.

00000

®  EXEMPLO 2: X
Determinar a relacio ® = 1,— usando as equacdes 11.13 e 11.5 do texto.
m

— RESOLUCAO

Primeiramente, determinamos a derivada de 2* ordem, em rela¢io ao tempo, da equacio da elongacio,
ou seja, da coordenada associada a ela (equacio 11.5).

A partir da equagio 11.13, escrevemos a coordenada sob a forma: x(t) = Acos(wt+9,)

A derivada primeira da coordenada é a velocidade, que é dada por:

_ d[x(1)] _ d[ A.cos(wt+6,)]
dt dt

v(t)

A derivada segunda da velocidade é a aceleracio, ou seja:

=—Aw-sen(wt+6,);

4 [x(t)] _ d[_Am_sen((oH 90)]
dr dt

=—Aw’ -cos(or +0,)=—0"- 4-cos(wr +6,)

A partir dessa equacio, inferimos que a aceleracio é dada por:

a(t):%z—mz-x(t)

A Lei de Newton, equagio 11.5, é escrita agora como:
m(—w’x (1)) = —kx(t)
obtemos, assim, a relacdo entre a frequéncia angular e as constantes:

m.w* =k ou ®® = k/m, resultando a equacio 11.16.

00000

Como dito anteriormente, 0 movimento do oscilador harmonico é periddico. O periodo é
determinado a partir da condic¢io bastante geral enunciada na introdu¢io e que, nesse caso, é:
X (t +T ) =X (t)

v(t +T ) = v(t)

11.17
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Da solugdo proposta em 11.13, segue-se que a condi¢io para que o movimento seja periodo

do movimento é:

cos(of+ T +0,) =cos(wz+0,)

11.18
sen(owf+ o7 +0,) =sen(wz+0,)
As condi¢des acima sdo satisfeitas para valores de o7 tais que:
ol =2n 11.19
Portanto, o periodo do movimento harmonico simples é dado por:
o) k

A frequéncia, sendo o inverso do periodo, serd dada pela expressio:

1 ® k1
R 11.21
/ T 2=n m 27

A frequéncia do oscilador harmonico depende, portanto, da massa da particula e da

constante elastica k.

11.7 Massa presa a uma mola

m

O exemplo mais simples de oscilador harmonico mola relaxada

simples ¢ constituido de uma massa m, que fica presa
mola distendida

a uma mola. Para pequenos deslocamentos da mola,

esse sistema exibe oscilagdes tipicas de um oscilador

harmonico simples. mola
comprimida

Uma massa m, presa a uma mola de constante elas-
tica k, experimenta uma for¢a, quando colocada sobre

uma mesa, dada pela expressio 11.3. Figura 11.7: Exemplos de deslocamentos da mola.

11 Movimento Harmonico Simples (MHS)
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¢ ExemrLO 3:
Considere que o carrinho do sistema massa-mola
do Exemplo 01 tenha massa m = 5 kg. Puxado para a
esquerda do ponto de equilibrio e depois solto, o sistema
se comporta como um oscilador harmonico simples.
a. Qual o periodo T deste oscilador?
b. Qual a frequéncia deste oscilador?

€. Qual deve ser a massa do carrinho para que o
periodo seja T'= 1 s?

Figura 11.6: Exemplo de um sistema que se comporta
como um oscilador harménico simples.

— RESOLUCAO
a. Periodo do oscilador.
Conforme a equagio 11.20, o periodo é inversamente proporcional a constante @, ou seja,
T = (2m)/o. Por outro lado, conforme a equa¢io 11.16
6,28

03=\/%= /% —20(1/s)
20/s

O que isto significa? Cada vai e vem completo do carrinho tem duragio de 7' = 0,314 s. Em outras
palavras, o oscilador executa 100 vibracdes completas em 31,4 s.

Portanto, T =

=0,314 s.

b. Frequéncia do oscilador.
A frequéncia é o nimero de vibragdes que o oscilador executa na unidade de tempo. Conforme a
equacdo 11.21, temos:

f=1/T=1/0,314 s=3,18/s =3,18 hertz
(1 hertz = 1Hz = 1 vibragdo/s)

€. Massa do carrinho para que o periodo seja 7= 1s.
Vamos analisar a equacio 11.19; dela resulta 7 = (2n)/®w. Para 7 = 1 s tem-se ® = 27; como

[k [k
® = 4/— [equagio 11.16] igualamos ,/— = 2x. Elevando-se ao quadrado: k&/m = (2m)?,
m m

7=

donde obtemos m = (2k =2000/39,438 =50,71 kg . Portanto, para que o periodo do oscilador
T

em questdo seja 7 = 1 s, a massa total do carrinho deve ser m = 50,71 kg. Como f = 1/7, nessas

condi¢des, a frequéncia do oscilador serd f'= 1Hz.

00000
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No entanto, se a mola ficar presa ao teto, ela fica sob o efeito de duas forcas.

QT—T o

L &
i ? 0
Mola relaxada
comprimento natural
. X,
Posicao de d ,
equilibrio Xopontode - — — — -0
equilibrio
i
— — — '
- o oo Nova coordenada
p=mgi Fm =~k ’E’ quando consideramos
uma nova origem 0’
coincidente com o
- ponto de equilibrio
p
i

Figura 11.8: Exemplos de deslocamentos da mola na vertical.

Escrevemos, assim,

2
mw—mg—kx(t) 11.22

dr’
O ponto x, no qual as forcas se anulam, o ponto de equilibrio, ¢

tal que:
mg —kx,=0 1123

Esse ¢ o novo ponto de equilibrio, em torno do qual o corpo

executara um movimento harmonico simples. De fato, introduzindo

uma nova variavel definida por

x'=x-x, 11.24

Figura 11.9: O perfodo depende
da massa.

11 Movimento Harmonico Simples (MHS)
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a equagdo de Newton se escreve, para essa nova variavel:

d’x'(t ,
mT()zkx (;) 11.25

sendo x', em 11.25, a coordenada associada a deformac¢io da mola a partir da posicio de

equilibrio. O movimento sera harmonico simples com o periodo dado pela expressio 11.20.

11.8 Velocidade e Aceleracao no Movimento
Harmonico Simples

Para uma solug¢io da forma:
x(t) = Acos(wt+6,) 11.26

a velocidade da particula em funcio do tempo serd dada pela expressio:

v(t)= d);(tt) =—Aosen (o +6,) 1127

A aceleragio varia, igualmente, com o tempo. Sua
variacio ¢ analoga aquela da posi¢io. Derivando a

equag¢io acima (vide exemplo 2), obtemos:

a(t)zdvT(tt)z—oozAcos(u)t+60) 11.28

Observe-se, da equacio anterior e de 11.26, que

existe uma relacio muito simples entre a aceleracio e

a posi¢ao de uma particula. Obtemos: Figura 11.10: Gréficos de v x ¢ € a x 1 do movimento
harménico simples.

a(t)=-’x(t) 11.29

Essa relacdo decorre de uma propriedade geral do movimento harmonico simples. De fato,

podemos definir o MHS como um movimento para o qual a relacio 11.29 é vilida.
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Observando a expressio 11.27, notamos que os valores maximos para a velocidade v, e os
valores minimos da velocidade v_ sio dados por:

v, = 04
M 1130

Para os valores maximos, a,,, ¢ minimos, a_, da aceleracio valem relagdes anlogas a essas.

Temos:
_ 2A_
a,, =0 A=o0v,

R 11.31
a,=—-0Ad=-wv,

m

s

E importante observar que, quando o movel atinge os valores maximos (x,,) e minimos
(x.) do deslocamento, a velocidade do moével ¢ nula. Sdo os pontos de inversio do sentido
do movimento. Nos pontos de maior velocidade (em qualquer dire¢io), os valores tanto do

deslocamento quanto da acelera¢io sio nulos.

Q0000

osicao de equilibrio
® EXEMPLO 4: BOSLy e =

Uma mola de constante elastica £ = 2.000 N/m tem k EF =-k.x
uma extremidade fixada numa parede e a outra, num
carrinho de massa m = 5 kg, que pode se movimentar
numa superficie horizontal sem atrito.

1 sem atrito
0 x=0,25cm

A partir da posi¢io de equilibrio, o carrinho é puxado Figura 11.11: llustracéo alusiva ao exemplo 4.

para a direita até que a elongacio da mola corresponda

ao valor: x = 0,25 m. Esse ¢ o valor da amplitude Xy = A = 0,25 m. Depois de solto, o sistema se

comporta como um oscilador harmonico, realizando o Movimento Harmonico Simples.

a. Determinar o periodo T e a frequéncia f deste oscilador harmonico.

b. A partir da equagio horiria geral da coordenada do oscilador harménico [x(¢) = A4.cos(wt + 0,)],
determine as constantes 4, ® e 90 para o caso em estudo.

— RESOLUCAO
a. A frequéncia angular é dada por 0= \/E = w = 20(1}
m Skg s

Conforme definido na equacio 11.20, o periodo e a frequéncia sdo dados, respectivamente, por:

_2n 2m T

—=——=—5=0,Ins
o 20/s 10
f=1/T=E Hz
T
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b. Adotando o eixo Ox, horizontal, e orientado para a direita, as condi¢des iniciais do movimento

para t = 0 sio:

v,=0 e x(t=0)=+0,25m

A amplitude do movimento é 4 = 0,25 m (elongacio mixima; ela corresponde a coordenada
abscissa do ponto onde o carrinho foi solto).
Substituindo-se 4 e ® na equagio geral (x(z) = A.cos(wt + 0), temos:

x(1)=(0,25).cos (20 +6,)
E para a velocidade:

v(r)=-5.sen (207 + 6,)

Para completar a equagio, resta determinarmos a fase 6. Para isso usamos a condigio: v(¢ = 0) = 0;
portanto, resulta: Sene0 = 0, ou seja, 90 = 0°,360°, 720°, ....Vamos escolher a op¢io mais simples:
0, = 0. Assim, a equacdo horiria levando em conta as condigdes iniciais, sera:

x(#)=(0,25).cos(20r)

ExempLo 5:
Considere o oscilador harmonico do Exemplo 4. Escreva a equacio horiria da velocidade do carrinho
e determine em quais instantes W) = 0 bem como em que instantes ela ¢ mixima ou minima.

b. Determinar a equacio horaria da acelera¢io do carrinho. Em quais situacdes ela é nula? E em
quais ela € maxima ou minima?

— RESOLUCAO
a. A velocidade pode ser obtida pela derivada de 1* ordem da equacio horaria da coordenada.
Assim,

d[(0,25)cos(20)]
dt

v(1)=

=—5.sen(20¢7)

®  Velocidade nula
Para se determinar os instantes nos quais ¥(¢) = 0, resolve-se a equacio:

v(t) = —5.sen(20.7) = 0,

o que implica instantes de tempo para os quais sen(20¢) = 0, ou seja, o argumento (207) = 0°

3

180°, 360°, 540°, ... ou, genericamente, 20¢ = N.w com N = 0,1,2,3,.... Logo, t =
N=0,1,2,3 ... A Tabela 11.1 consolida os calculos.

S com
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Tabela 11.1

l Ag’(;‘;;‘(‘::;)" V(t) = —5-sen(206) m/s | x(£) = (0,25)-cos(20)-m

0 +0,25

n (x/20) = (1/2) n 0 -0,25

[ 2 ELZUR, 2n 0 +0,25

R w20 =3(12) 3n 0 -0,25

Observagio: como o periodo é T'= /10, podemos escrever 1 = 107 que substituido em
t =m/20 = (107)/20 = 772 = (1/2)T (meio periodo). E assim sucessivamente.

Constata-se que a velocidade se torna nula nas posi¢oes de elonga¢io miximax =4 = 0,25 m e
x =A4=-0,5m, que sio as posi¢cdes nas quais o carrinho inverte o sentido do movimento.

®  Velocidade maxima e minima
A velocidade é expressa pela fun¢io v(¢) = —5sen (20¢). Tal como no cilculo, para se determinar os

maximos e minimos de uma funcio, iguala-se a zero a derivada de 1* ordem da funcio.
dv(r) d(-5sen20r)

dt n
Para que isso ocorra, devemos ter cos(20t) = 0, ou seja, 20¢ = 90°, 270°, 450°, etc. ou 20t = N'-E

com N'= 1,3,5,.. Assim, 20t=N"§,donde t=N'-4—T:) s comN'=135,...

—100.cos(20¢) =0

Assim,

Para saber se a velocidade é maxima ou minima, vejamos os valores de # na equacdo da velocidade.
A Tabela 11.2 consolida os cilculos:

Tabela 11.2
Argumento: .
t = N-m/40 s V() = —5-sen(207) m/s | x(z) = (0,25)-cos(20¢)-m
(20. t) (1ad)

w40 = T/4 0
B 3(n/40) = 3(T/4) 3(n/2) +5 0
B 5(n/40) = 5(774) 5(n/2) -5 0
7(x/40) = 7(774) 7(w/2) +5 0

Observa-se que a velocidade é maxima quando o carrinho passa pela posicio de equilibrio x = 0.
A velocidade ¢ maxima (v = + 5 m/s) quando o carrinho passa por x = 0 no sentido positivo do
eixo Ox e € minima (v = — 5 m/s) quando passa em sentido oposto.
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ED:] Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

b. Equacio horiria da aceleracio do carrinho. Em quais situacdes ela é nula? E em quais ela é
maxima ou minima?

dv(t)

A aceleragio é obtida meio da derivada de 1* ordem da velocidade, ou seja, a =

dzx(t)
dt*

(ou que ¢

equivalente, pela derivada de 2* ordem da coordenada, ou seja, a =

a(t)= "Vd(t’) 4l ‘SZ‘(ZO’)] — ~100.cos(201)

). Portanto:

®  Aceleracio nula

A aceleragio é nula quando —100.cos(20¢) = 0. Isto ocorre quando o argumento da funcio cosseno for
tal que (20¢) = N.m/2 com N = 1,3,5,7,.... O tempo correspondente serd ¢ = N.(n/40) s.A Tabela 11.3
consolida as posi¢des onde a = 0.

Tabela 11.3
(20-¢) (rad)
/40 =T74 2 0 0
B 3(w/40) = 3(T/4) 3(w/2) 0 0
B 5(n/40) = 5(T/4) 5(x/2) 0 0
7(w/40) = 7(T14) 7(w/2) 0 0

Quando o carrinho passa (em qualquer sentido) pela posicio de equilibrio (x = 0), a acelera¢io do
carrinho é momentaneamente zero.

®  Acelera¢io maxima ou minima
Os maximos e minimos de uma fun¢io podem ser obtidos igualando a zero a derivada primeira da
fun¢io. No caso da aceleragio, temos: a(¢) = —100.cos(20¢). Portanto,

da(r) _d[-100.cos(20) ] _
dt dt

ou seja, 2000.sen(20¢) = 0. Portanto, para o argumento (20¢) = N'.wt,com N' = 0,1,2,3,... a aceleracio
serd um maximo ou um minimo. A Tabela 11.4 consolida as informagdes.

Tabela 11.4

a(t) = —100.cos(20¢) m/s* | x(z) = (0,25).cos(20¢).m
(20-¢) (rad)

n -100 +0,25

n (/20) = (172) n +100 -0,25

n 2(n/20) = T 2n -100 +0,25

B 3(n/20) = 3(772) 3n +100 - 0,25
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Constata-se que a aceleracio é minima (¢ = —100 m/s?) quando a coordenada x é maixima
(x =+ 0,25m) e é mixima (a = + 100 m/s?) quando a coordenada é minima. Em x = + 0,25 m,
a aceleragio € para a esquerda (no sentido negativo do eixo Ox) e em x = —0,25 m, ela é para a

direita (sentido positivo do eixo Ox).
Vamos resolver um exemplo no qual o sistema massa-mola oscila na vertical. As elongacdes devem
ser medidas em relacio a situacdo de equilibrio.

®  EXEMPLO 6:
Uma mola cuja constante elastica é k = 400 N/m, tendo
uma de suas extremidades fixa no teto do laboratério, ;§ A
pende livremente na vertical.
Na sua extremidade livre é preso um objeto de massa 0

z

£ YVWWWW

—>

—

m = 4 kg. A mola alonga-se num montante y, até encon-
trar a posi¢io de equilibrio.
Em seguida, o objeto é levado até uma elonga¢io carac-

L = comprimento

terizada por y = —0,10 m (em relacdo ao ponto de equi- 1o
s . . . natural da mola
librio), de onde, apds solto, funciona como um oscilador
harmonico simples (MHS). Adotar g = 10 N/kg.
Determinar a coordenada y, da mola.
Escrever a equacio do MHS deste sistema massa-mola, Floura 11.12: Como o
. , ) movimento acontece na
Determinar o perlodo do movimento. vertical, adotaremos o eixo
Escrever as equacdes da velocidade e da aceleragio. 90 nves do eixo Ox. Nas
equacoes troca x por y.
Assim, na equacéo 11.25
trocaremos x' por y.

Q)
e —e—

cooTo
S

— REsoLucAo
a. coordenada y; do ponto de equilibrio.
Na situagdo de equilibrio, o peso do objeto é equilibrado pela forca elastica da mola, ou seja,
mg = —ky,, donde obtemos:

_ mg 4x10 kg.N/kg
Y0 e T 400N/m

Portanto, como resultado do peso do objeto pendurado, a mola distende-se 10 cm, que € sua

=10" m=0,l m.

elongacio.

b. equacio do MHS

A equacio geral do MHS é dada pela equacio 11.26 do texto (trocando x por y), a qual nesse caso
¢ dada por:

y(1)=A.cos[or+6,]

Resta determinar, para este caso, os valores das constantes 4, ®, e 90.

® A amplitude 4 do movimento.

No instante ¢ = 0, a velocidade é v(t = 0) = 0; e a coordenada nesse instante é: y(f = 0) = -0,10 m.
Assim, a amplitude do movimento é 4 = 0,10 m. Observacio: se o eixo 0y fosse orientado para
baixo, terlamos nesse caso y(t=0) = 0,10 m.
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® A constante ® do movimento, determinada pela massa e pela constante da mola:

m:\/Z: 400N/m _ qo (hg'm—/sz)m:lo(lj.
m 4 kg kg s

Podemos, entio, escrever a equagdo horaria do movimento, a menos da fase 0, como:

»(1)=(0,10).cos[10.4+0,] (SI)

A fase 0, pode ser determinada a partir das informagdes sobre as condi¢des iniciais. Para £ = 0, temos
v(t = 0) = 0;logo 0 = —1sen[10 X 0 + 0, ], que resulta 0 = —v sen (0,)); donde, 6, = 0 ou N.7 rad. A
solugdo mais simples e compativel com a condigio inicial para y é 6, = 7.

Portanto, a equagio do movimento pode ser assim expressa:

y(2)=(0,10).cos[10.7 + ] = —(0,10).cos(10.7)

c. O periodo do movimento.
Conforme a equacio 11.20, o periodo do movimento ¢ dado por:

21 6,28
© 10(1)
S

d. As equacdes da velocidade e da aceleracio a qualquer tempo.

T= =0,628 s

A velocidade é obtida a partir da derivada de 1* ordem da equag¢io horéria da coordenada y (no caso,
da equacio do MHS). Assim,

dy(r) [-0,1.cos(10.¢)
di di

v(t)=

=—(0,10).[ -sen(10.£) ].(10) =sen (10.¢)
A aceleracdo € obtida a partir da derivada de 1* ordem da velocidade, ou seja,

~ d[sen (IO.t]
B dt

a(r)

=c0s(10.7)(10) =10.cos(10.7)

00000

Dinadmica do Movimento dos Corpos



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

11.9 0 Péndulo simples

O movimento do péndulo simples pode se constituir num exemplo de \\\
movimento harmonico simples. Ele ocorre se o movimento for restrito a \\I
pequenas oscilacdes, isto é,angulos de abertura do péndulo muito pequenos. /9'\\

O péndulo simples consiste num objeto (uma pequena esfera, por exemplo) .
preso por um fio de massa desprezivel. Numa determinada posi¢io do péndulo, s r/n/
temos duas forgas atuando sobre o objeto: a tragio do fio e a forga peso. o l .

P =mg

Quando o fio é preso por um ponto no teto, por exemplo, 0 corpo preso
. . N . Figura 11.13: Forgas
a ele se move num movimento circular (mas nio uniforme). Ele ocupa, no agindo sobre o objeto que
executa, para pequenas

entanto, apenas uma parte da circunferéncia. amplitudes, o MHS.

@ . ® @ @
t=0 t=1/4T t=112T t =3/4T f=

Figura 11.14: Posicao do péndulo para diferentes instantes de tempo ao longo de um periodo.

T

Analisemos em detalhe tal movimento. Primeiramente, lembramos que para uma abertura do

péndulo de um valor 6,a componente tangencial a circunferéncia da for¢a peso é dada pela expressio:

F,

L =—mgsenod 11.32

Para angulos pequenos, podemos escrever, dentro de uma boa aproximagio:
sen0 =0 11.33
A aceleracio tangencial (a componente azimutal) é dada por:
d’0

a,, = ZW 11.34
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De acordo com a lei de Newton, podemos escrever:

2

=F =Im—=—-mgsen0 11.35
dr’ &

tan

ma

tan

Para pequenas amplitudes do movimento, a lei de Newton se escreve:

d:g 1137
[
O periodo do péndulo simples é, pois:
T=%E=2ni 11.38
® g

O periodo ¢é, portanto tanto maior quanto maior for o compri-

mento do péndulo e decresce com o aumento da aceleracio da gravidade.

Assim, o mesmo péndulo localizado em posi¢des diferentes do globo ter-

Figura 11.15: Exemplo de ., , . - .
um relégio a péndulo. restre exibira, eventualmente, periodos de oscilacio diferentes.

Para a frequéncia do movimento, podemos escrever:

f:l:i_g 1139
T 2n\!

Portanto, para oscilacdes de pequena amplitude, o periodo do péndulo simples nio depende

da amplitude. Esse fato foi verificado experimentalmente por Galileu. Essa propriedade é co-

nhecida como isocronismo. O isocronismo do péndulo foi determinante no seu uso, depois da

descoberta de Galileu, na construgio de relégios a péndulo.

Dinadmica do Movimento dos Corpos



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

00000

® ExemrLO 7:
Um péndulo com massa m = 100 g e comprimento L é posto a oscilar com pequenas amplitudes.
O periodo mensurado foi 7= 1 s. Considere g = 9,8 m/s%
Determinar:
a. O comprimento L deste péndulo.
b. Qual seria o periodo deste péndulo quando colocado a oscilar na superficie da Lua, onde a
aceleracio da gravidade é 1,63 N/kg (m/s?)?

— RESOLUCAO

Figura 11.16: decomposicao das forgas agindo sobre o corpo que oscila.

a. A partir da equacio 11.38 do texto, 7' =2m,/L/g, 0 comprimento do péndulo em estudo pode
ser determinado. Elevando ao quadrado essa expressio, obtemos:

2

2
I T 2g _ (1 S)z (9’8?]/4(3,14) =0,2485 m =25 cm.

47

Portanto, o periodo de um péndulo de comprimento L =25 cm é 7T = 1.

b. Diferentemente do sistema massa-mola, onde o periodo nio depende da gravidade, no péndulo
simples ele é fundamental. Em particular, um péndulo nio oscila numa regido onde inexista
gravidade. No caso da Lua, o periodo é dado por:

T,, =2n/L/g =6,28,/0,25/1,63

Donde inferimos que o mesmo péndulo, quando colocado a oscilar na Lua, teria um periodo de

T, =246

Ly

00000
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11.10 Elasticidade dos Materiais

Mediante a aplica¢io de forcas (ou esfor¢os) podemos alterar a forma e/ou o tamanho
dos corpos materiais. Um corpo pode ser deformado de varias formas distintas: ele pode ser
alongado, comprimido ou torcido.

For¢as de pequena intensidade induzem um comportamento dito elastico. Trata-se de uma
propriedade dos corpos materiais mediante a qual eles tendem a restaurar sua forma original,
uma vez removidas as forcas deformantes que sobre eles atuam.

Os esforcos mais simples s3o aqueles nos quais os corpos sio deformados mediante a aplica¢io
de apenas um par de forcas tendo elas sentidos opostos e aplicadas, no entanto, em pontos dife-
rentes do corpo. Nesse caso nos referimos a tragdes e compressoes.

No caso da tragio, as for¢as sdo, tipicamente, de afastamento das varias partes do corpo.
Consequentemente, ele sofrera um alongamento na direcio do par de forgas.

No caso da compressio as forcas tendem a aproximar as varias partes do corpo. Ou seja, o

corpo sera encurtado na dire¢io do par de forcas.

o i
Figura 11.17: Forcas de tragdo e compresséo.

As forcas de trag¢io aplicadas a uma barra, por exemplo, s3o transmitidas via intera¢io entre
os diminutos atomos, a todas as partes da barra. A elas se opdem as for¢as coesivas. Tais for¢as sao
de natureza atrativa e visam impedir o afastamento dos atomos e, consequentemente, das varias
partes do material como um todo. Cada atomo contribui para as forcas coesivas exercidas pelos
materiais que assim reagem a deformacdo imposta pelas forgas de tragdo.

No caso da compressdo, as forgas coesivas, agora repulsivas, resultam do carater repulsivo das

forgas interatomicas.
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Definimos a Tensdo S (de stress em inglés) agindo sobre o material como o quociente:
S=— 11.40
onde F ¢ a for¢a de tragio ou compressio, e A é a area sobre a qual ela é aplicada.

A forca de tracio aplicada provocard um alongamento da barra por um valor Al. Para

pequenos alongamentos, vale a Lei de Hooke:

F=kAl 1.4

onde k é a constante elastica do material.
Definimos a deformacio longitudinal (S,) de um corpo como o quociente do alongamento

Al e o comprimento original, isto é:
Sl =— 11.42
Pode-se introduzir uma gradacdo da elasticidade de um corpo por meio de uma constante

fisica, caracteristica do material, denominada constante de Young (¥). Tal constante é definida

pela relacdo:

S
y== 1143
S,
Utilizando 11.40 e 11.42 em 11.43, obtemos:
Yzi L 11.44
I\ A
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11.11 Resistencia dos Materiais

Na Figura 11.18 apresentamos um grafico tipico do comportamento de um amplo
conjunto de materiais na fase sélida quando submetidos a tensdes. Em geral, os materiais se
comportam como materiais elasticos (retornando a 4 tensio 3 » ponto de
o . . ruptura
situagio original uma vez removida as forcas) desde )
que a deformacdo longitudinal nio ultrapasse um
determinado valor, um valor dito critico. Tal valor
depende do material.

A regido elastica e linear ocorre para valores da
N L regido elastica ; regido inelastica
deformacio longitudinal, desde que menores do que g £

o valor critico. Ela € a regido para a qual vale a lei de

Hooke, a regido dita linear do material. Nela o médulo |/

de Young depende apenas de constantes caracteristicas deformag@o
do material, Isto é: Figura 11.18: Comportamento tipico de materiais elasticos.
kt
Y=— 11.45
A

Como as forgas coesivas nio crescem indefinidamente, os materiais nio resistem indefinidamente
a valores de tracdes e compressdes. A partir de um valor critico, ou maximo, da tragio, ou da com-
pressdo, ocorre a ruptura do material. Tal ponto de ruptura é destacado nas Figuras 11.3 e 11.18.
A Tabela 11.5 apresenta valores de tragdes maximas suportadas por alguns materiais.

Tabela 11.5: Intensidades méximas suportaveis por alguns materiais.

Intensidade maxima

suportavel em dina/cm?

150 - 10’ compressao

Osso Humano 4144 . 107 tragao

Aco 450 - 107
Aluminio 69 - 107
Tendao 68 - 107 tracao
Musculo 0,5 - 107 tragao
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® EXEMPLO 8
Admita que um osso permaneca elistico e obedecendo a Lei de Hooke até sua ruptura. Nessas
circunstancias, qual é a energia necessaria para quebrar um osso de area 4 e comprimento L?

— RESOLUCAO:
Admitindo que a tensio de quebra, ou fratura, seja Sq, a
\\ / forca necessaria para fratura-lo serd dada por:
»

>
<&
IS

Fq =SqA 11.46

Assim, a compressio do 0sso nesse ponto sera:

S
Al=—Ly 11.47
Y
A energia do osso comprimido no ponto de fratura sera
dada por:
Figura 11.19: Ossos podem ser k YA A0
comprimidos adquirindo, assim, 2 2 2
uma energia potencial elastica. E= E(Ag) = Z_K(Ag) = ES,] 11.48

® EXEMPLO 9
Considere o caso de um salto de altura /2 de uma pessoa de 70 kg. Admitindo que toda a energia poten-
cial se converta em energia elistica do osso, qual a maxima altura da qual se pode saltar em seguranca?

— RESOLUCAO:

Imaginemos a situac¢do na qual depois do salto a pessoa se apoia nos dois ossos da perna. Conside-
remos o caso de um individuo com uma perna de 1 m e irea média do osso de apoio de 8 cm?. Para
o osso femur assumimos S, = 90 dina/cm?” Da Tabela 11.5 constatamos que ¥ = 14 - 10" dina/cm?.
Assim, de 11.48, obtemos o seguinte valor para a energia elistica de cada perna:

18
g 18-100.107 200 , ergs 1149

2 14-10" 7

Levando em conta as duas pernas, a conversio da energia potencial em energia elastica nos leva ao
valor da altura segura:

_2E
mg

h 11.50

ssa expressio nos leva a uma altura de aproximadamente 80 centimetros. Sabemos, por experiéncia,
E 1 ltura d d te 80 centimetros. Sab
que € seguro saltar de alturas um pouco maiores do que essa.
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A hipétese de transformacdo integral da energia potencial em elastica ndo é correta. Vale apenas
como uma aproximac¢io. Numa queda, ao aterrissar, a energia cinética de uma pessoa ¢ distribuida,
por meio de contorc¢des, para varias partes do corpo. De qualquer forma, o que ha de correto nessa
hipdtese é que fraturas de ossos podem ocorrer mesmo para quedas de pequenas alturas.

00000

E Agora é sua vez...
Acesse o Ambiente Virtual de Aprendizagem e
realize a(s) atividade(s) proposta(s).
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